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Vorwort. 



Das folgende Lehrbuch ist einerseits aus den Vorlesungen ent- 
standen, welche der Verfasser an verschiedenen Hochschulen, vor Allem 
der Rostocker und der hiesigen über die doppeltperiodischen Functionen 
gehalten hat, andererseits aus den Arbeiten, die von seinen Schülern 
und ihm über den genannten Gegenstand in verschiedenen Zeitschriften 
veröffentlicht worden sind. Ursprünglich war es die Absicht, lediglich 
eine Theorie der Functionen zwfeiter und dritter Art zu geben, die 
in deutschen Lehrbüchern überhaupt noch nicht ausführlich behandelt 
worden sind — bei dem engen Zusammenhang aber, in welchem diese 
Functionen zu den gewöhnlichen doppeltperiodischen Functionen stehen, 
zeigte es sich als nöthig, auch letztere in den Kreis der Betrachtungen 
zu ziehen. Unter solchen Umständen entschloss ich mich, die Theorie 
der gesammten doppeltperiodischen Functionen in einheitlicher Weise 
zu entwickeln. Immerhin ist die ursprüngliche Absicht bei der Aus- 
wahl des behandelten Stoffes nicht ohne Einfluss gewesen — es ist 
von manchen Untersuchungen abgesehen worden, die mit dem ursprüng- 
lichen Zwecke nur in losem Zusammenhang stehen. Es bezieht sich 
das vor Allem auf die Transformationstheorie. Es ist als eine Haupt- 
aufgabe des Werkes zu bezeichnen, diese Theorie auf anderer Grund- 
lage, als es bisher in den Lehrbüchern geschehen ist, anzubahnen. 
Unter solchen Umstanden ist davon abgesehen, auf die algebraischen 
und functionentheoretischen hierauf bezüglichen Untersuchungen tiefer 
einzugehen. Es konnte das um so mehr geschehen, als hierüber zwei 
ausgezeichnete Werke, die Werke von Weber und von Klein, vorliegen. 

Eine klare Einsicht in das vom Verfasser Erstrebte dürfte erst 
nach dem Erscheinen des zweiten Bandes zu gewinnen sein. Derselbe 
soll die Anfänge der Transformationstheorie auf neuer Grundlage, die 
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Entwickelung der Functionen zweiter und dritter Art in trigonometrisclie 
Reihen und endlich die mannigfaltigen Differentialgleichungen behandeln^ 
denen die genannten Functionen Genüge leisten. 

Die Theorien, die der erste Theil behandelt, können am besten 
aus dem ausführlichen Inhaltsverzeichniss ersehen werden. Dieselben 
sollen neben Anderem über die Stellung der Functionen zweiter und 
dritter Art in der Theorie der gesammten doppeltperiodischen Functionen 
Orientiren und können nach dieser Richtung hin als Einleitung in den 
zweiten Band angesehen werden. 

Es ist dem vorliegenden Bande eine grössere Anzahl von Literatur- 
angaben beigefügt worden. Auf Vollständigkeit sollen dieselben keinen 
Anspruch machen, insbesondere ist die ältere Literatur, vor Allem 
soweit sie sich auf die grundlegenden Arbeiten von Jacobi und Abel 
bezieht, wenig berücksichtigt worden. Es ist das geschehen, weil einer- 
seits dieser Theil der Literatur mehrfach genauer behandelt worden 
ist, so in (Jen citirten Werken von Enneper und Mansion, in einer 
Monographie von Koeniosberger u. s. f., andererseits weil die Arbeiten 
von Jacobi und Abel thatsächlich zum Gemeingut der Mathematiker 
geworden sind. 

Bei der Zusammenstellung haben sich die Jahrbücher über die 
Fortschritte der Mathematik, die gegenwärtig von Herrn Lampe heraus- 
gegeben werden, von grösstem Nutzen gezeigt, da es mir nicht immer 
möglich war, die Originalarbeiten selbst einzusehen. 

Herrn Dr. Naetsch spreche ich für seine liebenswürdige Beibülfe 
beim Lesen der Correcturbogen meinen verbindlichsten Dank aus. 



Dresden, Juli 1895. 



M. Krause. 
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Erster Abschnitt. 
Einleitung in die Fnnctionentheorie nach Weierstrass. 



§1.0 

Definition und einfachste Eigenschaften der 

einer Veränderlichen. 

Das Fundament aller folgenden Betrachtungen bildet die Potenzreihe 
einer Veränderlichen x. Wir verstehen unter einer solchen eine jede 
unendliche Reihe von der Form: 

1) G(x) »= 00+ aiX + a,a:*H a«flj"H — — ^"«nic", 



wobei die Grössen a» beliebige complexe Constanten bedeuten, während 
unter x eine beliebige complexe Veränderliche zu verstehen ist. 

Es sollen nun zunächst die einfachsten Sätze über die aufgestellten 
Reihen entwickelt, insbesondere die Art ihrer Convergenz untersucht 
werden. Hierzu dienen die folgenden Untersuchungen. 

Lehrsatz: Wenn eine Grösse Xi derart bestimmt werden 
kann, dass alle Glieder (inX^* ihrem absoluten Betrage nach 
kleiner oder gleich einer positiven endlichen Grösse g sind, 
so convergirt die Potenzreihe für alle Werthe von x, die 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner sind als x^. 

Zum Beweise bezeichnen wir die absoluten Beträge der Grössen o» 
durch die entsprechenden Buchstaben o«, setzen also dem Vorgange 
von Weierstrass folgend: 

I o» H a«, 

wir bezeichnen femer die absoluten Beträge von x resp. x^ durch | 
resp. g|. Dann wäre der verlangte Satz bewiesen, wenn wir nachweisen 
könnten, dass die Reihe: 

2) «o+«i •l + -"a»6"H 

fiir alle Werthe von | convergirt, die kleiner sind als 5i- 

Krause, Doppeltperiodiscbe Fanctionen. I. 1 



2 § 1. Einführung von Fotenzreihen einer Veränderlichen. 

Nun ist nach Annahme: 

«nSi^Sfl^, also: 

Hieraus folgt, dass die Reihe 2) convergiren wird, wenn die 
Reihe convergirt: / g g» |- \ 

und diese convergirt in der That für alle Werthe von g, die kleiner 
sind als Sj. Hiermit ist der verlangte Beweis geliefert. 

Wir wollen nun von anfangend x eine continuirliche Reihe von 
Werthen durchlaufen lassen, deren absolute Beträge beständig wachsen. 
Dann sind zwei Fälle möglich. Entweder bleibt die Ungleichung: 

für alle endlichen x bestehen, wie gross deren absoluter Betrag auch 
angenommen werden möge, oder aber dasselbe ist nicht der Fall. Im 
ersten Falle muss dann die Reihe für alle endlichen Werthe der Ver- 
änderlichen convergiren. Eine derartige Reihe nennt man eine beständig 
convergirende Potenzreihe. Ein Beispiel hierfür bietet die Ex- 

ponentialreihe dar: « 

^ X X x^ 

Im zweiten Falle muss es für die absoluten Beträge der Grössen x 
eine obere Grenze q derart geben, dass für alle Werthe von x, die 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich q sind, die Ungleichung: 

^anX^\<g 

erfüllt wird, dagegen nicht mehr, wenn der absolute Betrag von x 
grösser wird als q. 

Hieraus folgt, dass die vorgelegte Reihe für alle diejenigen Werthe 
von X convergiren muss, die der Ungleichung Genüge leisten: 

divergiren muss für alle diejenigen Werthe von ar, die der Ungleichung 
Genüge leisten: \x\'> o 

Für diejenigen Punkte, deren absoluter Betrag gleich q ist, bleibt 
das Verhalten der Potenzreihe ungewiss. Die letzten Resultate lassen 
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eine einfache geometrische Deutung zu. Diejenigen Punkte, fiir welche 
der absolute Betrag kleiner ist als q, liegen im Innern eines Kreises, 
welcher um den Nullpunkt mit dem Radius q beschrieben ist, während 
diejenigen Punkte, deren absoluter Betrag grösser als q ist, ausserhalb 
desselben gelegen sind. Die Punkte endlich, deren absoluter Betrag 
gleich Q ist, bilden die Peripherie des definirten Kreises. Wir wollen 
denselben mit dem Namen des Convergenzkreises bezeichnen und 
Q den Radius desselben oder schlechthin den Convergenzradius 
nennen. 

Hierbei kann es eintreten, dass der Convergenzkreis in einen 
einzigen Punkt, in den Anfangspunkt übergeht. Ein Beispiel hierfür 
bietet die Reihe dar: 

1 + a? + 1 . 2 a;* H nlx^-^ > 

die fiir keinen von Null verschiedenen Werth von x convergent ist. 
Derartige Reihen wollen wir ein fiir alle Mal von der Betrachtung 
ausschliessen. 

Der erste Fall endlich kann als besonderer Fall des zweiten an- 
gesehen werden, wenn wir zulassen, dass der Radius des Convergenz- 
kreises unendlich gross wird. 

Versteht man unter Convergenzbereich einer jeden von x ab- 
hängigen unendlichen Reihe den Complex aller derjenigen Werthe von x, 
für welche die Reihe convergent ist, so können wir die letzten Be- 
trachtungen in dem folgende Satze zusammenfassen: 

LehrsatB: Der Convergenzbereich einer jeden Potenzreihe 
von X ist entweder das Innere oder das Innere und ein Theil 
der Peripheriepunkte eines Kreises, welcher um den Null- 
punkt beschrieben ist. 

Hierbei ist es wenigstens zunächst nicht ausgeschlossen, dass jener 
Theil der Peripheriepunkte mit allen Peripheriepunkten zusammenfällt. 
Wir werden uns erst später überzeugen, dass ein solches Zusammenfallen 
thatsächlich unmöglich ist. 

Im Anschluss hieran wollen wir sagen, ein Punkt liegt im Innern, 
auf der Grenze, ausserhalb des Convergenzbereiches, wenn 
er im Innern, auf der Peripherie, ausserhalb des Convergenz- 
kreises gelegen ist. 

Wir kommen nun zu einem weiteren 

LeliTsatE: Es sei eine beliebige Potenzreihe vorgelegt, 
welche ein constantes Glied Gq besitzt. Dann kann man 
der Veränderlichen x eine positive Grösse Ij, die von Null 

1* 
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verschieden ist, so zuordnen, dass für alle Werthe von x^ 
die der Ungleichheit Genüge leisten: 

die ganze Potenzreihe von Oq sich um weniger als eine 
beliebig klein vorgelegte Grösse s unterscheidet. 

Zum Beweise fuhren wir dieselben Bezeichnungen ein wie früher. 
Die vorgelegte Potenzreihe sei: 

6f (rc) — a^ + «1 . a? + Oj . flJ* + • • • a» . a;» H 

Die absoluten Betrage der Grössen a bezeichnen wir durch die 
entsprechenden Buchstaben a, den absoluten Betrag von x durch ^ 

Dann wäre der verlangte Beweis gefiihrt, wenn wir zeigen könnten, 
dass für alle Werthe von S ^ 6i der Werth der Reihe: 

kleiner ist als eine beliebig klein vorgelegte positive Grösse «'. 

Dazu nehmen wir irgend einen Werth |g, für welchen die Potenz- 
reihe convergent ist. Dann ist jedenfalls: 

wobei g eine endliche positive Grösse bedeutet und n der Reihe nach 
die Werthe 1, 2, 3 . . . annehmen kann. 
Hieraus folgt: j. 

Hieraus wiederum schliessen wir, dass der Beweis nur für die 
Reihe gefuhrt zu. werden braucht: 

um ihn zu gleicher Zeit fiir die ursprüngliche Reihe geführt zu haben. 
Nehmen wir die Annahme hinzu, dass |<S2 ist, so ist aber der 
Werth der letzten Reihe gleich: 

I. 

Hiermit ist aber alles gethan. Wir können immer einen Werth für §, 
den Werth 6 =" Si; so bestimmen, dass dieser Ausdruck kleiner ist als 
eine beliebig klein vorgelegte Grösse «'. Dann bleibt derselbe kleiner 
als «', wenn wir 5 Werthe beilegen, die kleiner als 5i sind, und damit 
ist der Satz bewiesen. 
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Ganz analog wird der folgende Satz bewiesen: 

Lehrsatz: Es sei eine Potenzreihe vorgelegt: 

^0 + ^ ^ + * " ^« ^ H 

Xi ein Punkt im Innern des Convergenzbereiches, dann kann 
man stets eine endliche Anzahl von Gliedern 

derart absondern^ dass die Summe aller anderen für alle 
Werthe von x, die ihrem absoluten Betrage nach kleiner 
oder gleich x^ sind, kleiner bleibt als eine beliebig klein 
vorgelegte Grösse f. 

§2. 

Taylor'soher Lehrsats für Fotensreihen einer Ver&nderliohen 
nebst Folgerungen. Fortsetsung einer Potenzreihe über den 

Oonvergenzbereioh hinans. 

Es sei eine Potenzreihe vorgelegt: 

1) 0^+ Ol .a; + ••• afi.aj* + * •• 

X ein beliebiger Punkt im Innern des Convergenzkreises. Denken wir 
uns dann an Stelle von x die Grösse x + h gesetzt^ so erhalten wir 
die Reihe: 

Oq + «1 (a? + A) + «8 (a?* + 2a;& + Ä*) H — (in(x^ + n . ip»~-* . ä H — ä") H — 

die in der vorliegenden Reihenfolge der Glieder sicher convei^en wird, 
wenn h so gewählt ist, dass x + h im. Innern des Gonvergenzbereiches 
gelegen ist. Es fragt sich, wann sind wir berechtigt, die Glieder der 
Reihe beliebig anzuordnen, insbesondere dieselben nach Potenzen von h 
zu ordnen. 

Es gilt bekanntlich der Satz, dass eine jede Reihe beliebig an- 
geordnet werden kann, ohne ihren Werth zu ändern, wenn die ent- 
sprechende Reihe der absoluten Beträge der einzelnen Glieder con- 
vergent ist. Nennen wir daher den absoluten Betrag von A : 17, so folgt, 
dass eine beliebige Umordnung für alle diejenigen Werthe von x und h 
möglich ist, fiir welche die Reihe convergirt: 

«0+ «1 (i + v) + ««(6*+ 217I + n')+"' 

oder was dasselbe sagt, für welche der Punkt i + 1] im Innern des 
Convergenzkreises gelegen ist, oder auch für welche 

\x\ + \h\<Q 

ist, wobei q den Radius des Convergenzkreises bedeutet. 
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Für alle diese Werthe von x und A können wir dann schreiben: 

wobei die Grössen G\x)y G'\x),... eindeutig definirte convergirende 
Potenzreihen von x sind und zwar: 

G"(a;)-2a,+ 2.3.a3.a;+-w.(n-l).ana:"-«+-- 

Diese Potenzreihen bezeichnet man mit dem Namen der ersten, 
zweiten etc. abgeleiteten Reihe der ursprünglichen im Punkte x. 
Bei dieser Definition ist dann zu gleicher Zeit auch der Existenz- 
beweis der sämmtlichen abgeleiteten Reihen fiir alle diejenigen Punkte x 
gegeben, die im Innern des Convergenzkreises gelegen sind. Halten 
wir einen solchen Punkt x fest, so convergirt dann die Potenzreihe 
von Ä, die für G{x + h) gefunden worden ist, für alle diejenigen 
Werthe von Ä, für welche | + i^ <p ist, oder geometrisch gesprochen, 
wie sofort klar ist, für alle diejenigen Werthe von Ä, die zu Punkten 
x + h gehören, die im Innern eines Kreises gelegen sind, der um den 
Punkt X als Mittelpunkt beschrieben ist und den ursprünglichen Kreis 
von innen berührt. Es ist hierbei nicht ausgeschlossen, dass die Con- 
vergenz noch für weitere Werthe von h stattfindet, indessen kann ein 
allgemeiner Satz hierfür zunächst nicht erbracht werden. 

Wir fassen die letzten Betrachtungen in dem folgenden Satze zu- 
sammen, den wir als den Taylor 'sehen Satz für Potenzreihen einer Ver- 
änderlichen bezeichnen können: 

Lehrsats: Es sei eine beliebige Potenzreihe von x vor- 
gelegt, X ein Punkt im Innern ihres Convergenzbereiches. 
Um denselben werde ein Kreis beschrieben, welcher den 
ursprünglichen von innen berührt, dann kann für alle 
Punkte x + hy die im Innern desselben gelegen sind, 6(x + h) 
nach Potenzen von h geordnet werden. Der Coefficient von 

A" . . 

ist die n^ abgeleitete Reihe der ursprünglichen im 

fp • 

Punkte X, 

Aus diesem Lehrsatz folgt eine wichtige Eigenschaft der Potenz- 
reihen, die nach den verschiedensten Seiten hin von Bedeutung ist. 
Wir können die Gleichung 2) auch schreiben: 

G(x + Ä) - G{x) - &{x) h + ^^^ Ä« + ... 



1 
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Sehen wir die rechte Seite als Potenzreihe von h an, so fehlt 
das eonstante Glied. Wir können unter solchen Umständen einen 
unserer früheren Sätze anwenden und finden, dass h immer eine solche 
positive Grösse ti zugeordnet werden kann, dass für alle Werthe von Ä, 
die ihrem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich rj sind, die Differenz : 

dem absoluten Betrage nach kleiner wird als eine beliebig klein vor- 
gelegte Grösse s. 

Diese Eigenschaft drücken wir kurz dadurch aus, dass wir sagen, 
die Potenzreihe ist im Punkte x stetig. Wir finden somit den 

Lehrsatz: Eine Potenzreihe ist in jedem Punkte, welcher 
im Innern des Convergenzbereiches gelegen ist, stetig. 

Auf der Eigenschaft der Stetigkeit beruht ein weiterer wichtiger 
Satz aus der Theorie der Potenzreihen. 

Lehrsatz; Wird eine Potenzreihe für alle Punkte eines 
endlichen, noch so kleinen Linienstückes, welches durch 
den Nullpunkt hindurchgeht, beständig Null, so müssen 
ihre sämmtlichen Coefficienten verschwinden. 

In der That, bezeichnen wir die vorgelegte Potenzreihe wie früher 

so muss jedenfalls üq^O sein, da die Reihe im Punkte ■a; = ver- 
schwinden soll. Wir können sie also schreiben: 

x{ay + a^x + a^x^-\ ). 

Da dieselbe für alle Punkte eines Linienstückes verschwinden soll, 
welches durch den Nullpunkt hindurchgeht, so muss für alle diese 
Punkte mit Ausnahme des Nullpunktes die Reihe verschwinden: 

ai + a^x + a^a^-i 

Da nun die Punkte beliebig nahe an den Nullpunkt heranrücken 
können, so folgt aus der Eigenschaft der Stetigkeit, dass die Reihe: 

ai+a^x + a^x^+'" 

auch im Nullpunkte verschwinden muss, d. h. es muss a^ «= sein. In 
derselben Weise kann bewiesen werden, dass auch ein jeder folgende 
Coefficient der Null gleich sein muss. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt mit wenigen Schlüssen 
der folgende 

Lehrsatz: Wenn zwei Potenzreihen von x für alle Punkte 
eines endlichen noch so kleinen Linienstückes überein- 
stimmen, welches durch den Nullpunkt hindurchgeht, so 
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sind sie identisch einander gleich, d. h. die Goefficienten 
der einzelnen Potenzen von x stimmen in beiden Reihen 
überein. 

In der That, die beiden vorgelegten Reihen seien die Reihen: 

Bilden wir dann die Potenzreihe: 

so wird diese für alle Punkte des definirten Linienstückes gleich Null, 
mithin wird nach dem vorigen Satze: 

a» — 6« -■ 0, q. e. d. 

Dieser Satz kann verallgemeinert werden. Dazu denken wir uns zwei 
Potenzreihen um die beiden Punkte x ^ a und a; «= 6 herum vorgelegt. 
Dieselben mögen lauten: 

3) Q{x I a) =• a^ + a,(rc — a) + a^{x — a)*H an{x — dy^'\ > 

4) öl (a; 1 6) = 6o + \ (^ - &) + 6, (a? - fc)* + • • • &» (a: - 6)" + • • • 

Der Convergenzkreis der ersten ist ein Kreis um den Punkt x ^ a^ 
der zweiten um den Punkt x ^b. Es kann nun sehr wohl eintreten, 
dass die beiden Gonvergenzkreise ein gemeinsames Stück besitzen. 
Dann gilt der folgende 

Lehrsatz: Stimmen zwei Potenzreihen 0(x\a) und Oi(x\b) 
für alle Punkte eines endlichen, noch so kleinen Linien- 
stückes überein, welches durch einen Punkt c im Innern 
des gemeinsamen Gonvergenzbereiches hindurchgeht, so 
stimmen sie für alle Punkte im Innern des gemeinsamen 
Gonvergenzbereiches überein. 

Zum Beweise greifen wir im Innern des gemeinsamen Gonvergenz- 
bereiches einen beliebigen weiteren Punkt (f heraus und zeigen, dass 
die beiden Potenzreihen in ihm denselben Werth besitzen müssen. 

Dazu verbinden wir die beiden Punkte c und af durch eine Linie, 
die ganz im Innern des gemeinsamen Gonvergenzbereiches gelegen ist. 
Die kürzeste Entfernung derselben von den einzelnen Punkten der 
beiden Kreisperipherien bezeichnen wir durch d, dann können wir den 
Weg jedenfalls immer so wählen, dass d eine endliche von Null ver- 
schiedene Grösse ist. Jeder mit dem Radius d um einen beliebigen 
Punkt der Verbindungslinie geschlagene Kreis liegt dann im Innern 
des gemeinsamen Gonvergenzbereiches. Nun kann man nach bekannten 
Regeln aus G{x\a) eine Potenzreihe um den Punkt x ^^ c herum ent- 



§ 2. Taylor'scher Satz. Fortsetzung von Potenzreihen. 9 

wickeln. Dieselbe möge durch 0(x\a\c) bezeichnet werden. Sie stimmt 
mit der ursprünglichen dann jedenfalls fttr alle Punkte des Kreises 
überein, welcher um c mit dem Radius d beschrieben ist, d. h. für die 
Punkte im Innern desselben, so dass für dieselben die Gleichung besteht: 

6r(rc|o) — G(aj|a|c). 

Analog kann aus Gi(x\h) eine Potenzreihe um den Punkt e herum 
entwickelt werden. Dieselbe werde bezeichnet durch 6rj(a;|6|c). Dann 
ist wiederum für die Punkte im Innern des Kreises, welcher mit dem 
Radius d um c beschrieben ist: 

öi(a;|J)-Gi(a;|6|c). 

Nun stimmen für ein Linienstück durch c die beiden Potenzreihen 
G(x\a) und G^{x\b) überein, also — soweit das Linienstück im Innern 
des Kreises mit dem Radius d gelegen ist — die beiden Reihen G(x\a\c) 
und Gi(x\b\c) auch. Diese sind um denselben Punkt c herum ent- 
wickelt, , müssen also nach dem früheren Satze einander identisch gleich 
sein, jedenfalls also für alle Punkte des Kreises um c mit dem Radius d 
übereinstimmen. In Folge dessen muss dasselbe für die beiden Reihen 
G(x\a) und Gi(x\b) der Fall sein. Auch sie müssen für alle Punkte 
übereinstimmen, die in dem Kreise gelegen sind, der um c mit dem 
Radius d beschrieben ist. Nun nehmen wir auf der Verbindungslinie 
der beiden Punkte c und cf einen dritten Punkt Ci nahe der Peripherie 
des Kreises an. Mit diesem können wir dann operiren wie mit dem 
ursprünglichen. Beschreiben wir um c^ einen Kreis mit dem Radius d, 
so müssen auch für alle Punkte in dessen Innern die beiden Potenz- 
reihen G(x\a) und G^(x\b) übereinstimmen. So geht das fort, bis 
wir schliesslich nach einer endlichen Anzahl von Operationen zu einem 
Kreise gelangen, in dessen Innern der Punkt d gelegen, ist und für 
den die beiden Potenzreihen auch übereinstimmen müssen. Hiermit 
ist der verlangte Beweis geliefert. Diese letzten Untersuchungen fahren 
zu einer ungemein wichtigen neuen Definition. 

Denken wir uns einen beliebigen Punkt a im Innern des Convergenz- 
bereiches einer Potenzreihe von x herausgegriffen und für ihn die ent- 
sprechende Potenzreihe nach Potenzen von x — a nach dem Taylor 'sehen 
Satze abgeleitet. Der Gonvergenzkreis umfasst dann jedenfalls den 
Kreis um a, welcher den ursprünglichen von innen berührt. Für die 
Punkte im Innern desselben findet dann Uebereinstimmung der ur- 
sprünglichen Reihe G(x) und der zweiten für den Punkt x^a statt. 
Wir bezeichnen letztere durch G(x\a), Nun ist es begrifflich nicht 
ausgeschlossen, dass der Convergenzbereich von G(x\a) weiter reicht 
als der soeben definirte Kreis um a. Die Potenzreihe für log(l+x) 
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bietet hierfür ein einfaches Beispiel. Dann werden die beiden Potenz- 
reihen G(x) und G(x\d) nach den entwickelten Sätzen in dem gemein- 
samen Convergenzbereich übereinstimmen müssen und zwar im Innern 
desselben. Der Convergenzbereich von G(x | a) reicht aber weiter. Man 
bezeichnet unter solchen Umständen den Theil von Q(x\d)y welcher 
zu den nicht gemeinsamen Punkten gehört^ mit dem Namen der Fort- 
setzung der ursprünglichen Potenzreihe G(x). Es wird unsere nächste 
Aufgabe sein^ die hierbei stattfindenden Möglichkeiten näher zu unter- 
suchen. An dieser Stelle möge nur noch bemerkt werden, dass zwei 
Potenzreihen, die um zwei Punkte a und a, im Innern des Convergenz- 
bereiches einer vorgelegten Potenzreihe mit Hülfe des Taylor'schen 
Satzes aus letzterer entwickelt worden sind, im Innern des gemeinsamen 
Convergenzbereiches die nämlichen Werthe besitzen. 

§3. 

Ableitung einer Beziehung zwischen den Goeffloienten 
und Werthen einer Potenzreihe. 

Für das Folgende ist ein Satz von Cauchy von Bedeutung, welcher 
eine Beziehung zwischen den Coefficienten und den Werthen einer Potenz- 
reihe feststellt. Wir wollen denselben folgendermassen aussprechen: 

Lehrsatz: Bedeutet g die obere Grenze der absoluten 
Beträge der Werthe, welche die Potenzreihe: 

1 ) Oo + «1 ^ + ^ ^* + • • • a» a;~ H 

für die Punkte der Peripherie eines Kreises annimmt, der 
um den Nullpunkt mit dem Radius q beschrieben und ganz 
innerhalb des Convergenzkreises der Reihe gelegen ist, so 
finden die Ungleichungen statt: 

Den Beweis geben wir nach dem Vorgange von Weierstrass. 
Wir betrachten zunächst den Ausdruck: 

2) ax"^, 

wobei m eine beliebige ganze positive oder negative von Null ver- 
schiedene Zahl bedeutet. 

In demselben setzen wir an Stelle von x Werthe, deren absoluter 
Betrag gleich q ist. Dieselben haben dann die Form: 

wo g den absoluten Betrag 1 besitzt. Wir wollen festsetzen, dass es 
so gewählt sei, dass i"* von 1 verschieden ist. Es ist das immer auf 
unendlich mannigfaltige Weise möglich. 
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Dann bilden wir den Ausdruck: 

«—1 





in welchem l eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Dieser Aus- 
druck ist ffleich: _ ^, ^ 

wird alsO; wenn jetzt l immer mehr und mehr wächst, sich der Grenze 
Null nähern. 

Betrachten wir zweitens den Ausdruck: 

3) F(x) — ax"" + a^af^^ H ? 

wobei über t», mj,... dasselbe zu bemerken ist wie vorhin über w, 
wo femer die Anzahl der Summanden eine endliche ist, so wird auch: 

Km|2'*F(p|')-0, 

• 

für Z — QO sein, wenn wir noch die Annahme hinzufügen, dass g keiner 
der Gleichungen Genüge leistet: 

eine Annahme, welcher unendlich viele Werthe von § Genüge leisten. 
Nehmen wir also drittens den Ausdruck: 

4) ^i(^) ="00+ aaf^ + a^x"^^-\ j 

der sich von dem vorigen nur um die Constante a^ unterscheidet, so folgt: 

lim \^^ F,{qI') ^ a,. 

Die Werthe p5^ werden durch Punkte repräsentirt, die auf einem 
Kreise liegen, der um den Nullpunkt mit dem Radius p beschrieben 
ist. Wir fassen nun alle Punkte ins Auge, die auf dieser Peripherie 
gelegen sind. Zu ihnen gehören ganz bestimmte absolute Beträge der 
Function F^(x). Die obere Grenze derselben bezeichnen wir durch ^, 
so ist g jedenfalls eine endliche positive Grösse, femer: 

Hieraus folgt: 



£9' 



Hiermit haben wir die Hauptschwierigkeit des allgemeinen Beweises 
überwunden. In der That sei nun eine Potenzreihe vorgelegt: 
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5) f{x) «= ao + ai a: + 0^ a:* + • • • an a;* + • • • ? 

Q eine positive Grösse kleiner als der Convergenzradius, dann wollen 
wir beide Seiten mit x~^ multipliciren d. h. bilden: 

und die rechte Seite schreiben: 

wobei gesetzt ist: 

/i (rc) « ao . aj- » H a« + a« + 1 . a; H a„ + « . af», 

f^(x) - a„+;„+iaf»+i + a„+«+2a;^+* + • • • 

Nach unseren früheren Sätzen können wir dann m immer so gross 
wählen, dass der absolute Betrag von fi{x) für alle Werthe von x, die 
ihrem absoluten Betrage nach gleich g sind, kleiner wird als eine be- 
liebig klein vorgelegte Grösse e. fi{x) besteht aus einer endlichen 
Anzahl von Gliedern. Nennen wir die ihr entsprechende obere Grenze gr^, 
so folfft: , . ^ 

Nennen wir also die obere Grenze der absoluten Beträge von f(x) 
für die definirten Werthe von xig^ so folgt mit Hülfe der einfachsten 
Schlüsse: . , ^ 

Onl <9'Q' 



k— n 



und damit ist die Richtigkeit des Satzes nachgewiesen. 

§4. 

Allderweite Oharakterisirung des Oonvergenzkreises. 

Wir haben seiner Zeit die Definition des Convergenzkreises ge- 
geben. Es fragt sich, ob wir das Wesen desselben nicht noch auf 
eine andere Art charakterisiren können. Wir fragen dazu ganz all- 
gemein: woran liegt es, dass eine Potenzreihe aufhört zu convergiren? 
Die Beantwortung dieser Frage soll zunächst in einer sehr abstracten 
Form geschehen und zwar durch folgenden 

Lehrsatz: Es sei eine Potenzreihe G(x) vorgelegt. Die- 
selbe möge sicherlich für alle Punkte im Innern eines 
Kreises mit dem Radius r convergiren. Für alle diese 
Punkte a seien aus der ursprünglichen Reihe die ent- 
sprechenden Potenzreihen G(x\a) abgeleitet. Zu ihnen ge- 
hören bestimmte Convergenzradien. Dieselben seien be- 
stimmt und mögen als untere Grenze die Grösse d besitzen, 
dann ist der wirkliche Convergenzradius der Reihe G(x) 
gleich r + d. 



§ 4. Anderweite Oharakterisirung des Conyergenzkreises. 13 

In der That, es sei: 

1) G(x)^i:an.x\ 

Nach Annahme convergirt diese Reihe sicherlich für alle Werthe 
x^ üy für welche I a I < r 

ist. Sei ein solcher vorgelegt, so lautet die abgeleitete Potenzreihe 
ftir denselben: r>( \ 

Diese Reihe ist nach Voraussetzung convergent, wenn: 

I a I < r und \x — a\ <d 

ist. Es sei d^ kleiner als d. Um a beschreiben wir einen Kreis mit 
dem Radius d^ und lassen a selbst alle Werthe durchlaufen, die den- 
selben absoluten Betrag « besitzen. Es sei dann g die obere Grenze 
der Werthe G(x\a) für alle Stellen der Kreislinien: 

Ire — a| =- dl 

und für alle Werthe von a, deren absoluter Betrag gleich a ist. Diese 
Grösse g ist endlich. Dann folgt vermöge des Lehrsatzes des vorigen 
Paragraphen: . 



oder auch: _ ^' 



:! i G'(a) I ^ gdr* 



1 
vi 






< gdr"' 



Hieraus wiederum folgt: 

flft— 1 ... fi — v + 1 



VI 

oder auch: d» «» 

Bildet man daher die Summe: 



a^ <,g.d{^^,a'~f* 



^f^v.a^.«'^^'- «^.fl^ (l + ^)^ 



80 ist dieselbe vermöge der letzten Ungleichung: 

^^ -:r<9 



. a r — a 

1 

r 

Es bleiben also die Grössen 
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für alle Werthe von fi kleiner als eine angebbare Grösse. Unter 
solchen Umständen muss die Beihe: 

für alle Werthe von x, deren absoluter Betrag 

\x\<a + —^ 

ist, convergiren. Hieraus folgt dann der Beweis des Satzes mit Hülfe 
weniger Schlüsse, wenn wir noch hinzunehmen, dass der Convergenz- 
radius der ursprünglichen Reihe sicher nicht grösser als r + d sein kann. 
Es sei nun eine Potenzreihe von x vorgelegt. Ihr Convergenz- 
radius sei r. Dann möge um den Nullpunkt ein Kreis mit dem Radius 

— geschlagen werden. Durch denselben wird das Innere des Convergenz- 
kreises in zwei Theile getheilt, von denen der eine die Kreisfläche mit 
dem Radius ^y der andere ein Kreisring ist, dessen begrenzende Peri- 
pherien die Radien ^ resp. r haben. Denken wir uns nun für die 

Punkte des ersten Stückes die fortgesetzten Reihen gebildet und die 
untere Grenze der dazu gehörenden Convergenzradien gebildet, so kann 
diese sicherlich nicht gleich Null sein. 

Hieraus folgt, dass wenn wir für die Punkte des Ringes die ent- 
sprechenden Operationen vornehmen, hier die untere Grenze der Con- 
vergenzradien sicherlich gleich Null sein muss. Nun ziehen wir einen 

3r 

dritten Kreis mit dem Radius -j-- Derselbe theilt den Kreisring in 

zwei Theile. Es ist klar,, dass dann nur für die Punkte des äusseren 

3r 
Ringes, der von den Kreisen mit den Radien r- und r begrenzt ist, 

die untere Grenze der Convergenzradien gleich Null sein kann und 
muss. So gehen wir weiter fort. Wir erhalten auf diesem Wege einen 
beliebig dünnen Kreisring, der von dem ursprünglichen Kreise mit dem 

Radius r und einem zweiten mit dem Radius — -^r^ — begrenzt ist, 

so zwar, dass fiir seine Punkte die untere Grenze der entsprechenden 
Convergenzradien gleich Null ist, während sie für den übrigen Theil 
des ursprünglichen Kreises von Null verschieden ist. 

Den soeben definirten Kreisring denken wir uns nun durch eine 
Linie durch den Nullpunkt in zwei gleiche Theile getheilt. Dann 
muss mindestens in einem derselben, den wir durch A^ bezeichnen 
wollen, die untere Grenze der entsprechenden Convergenzradien gleich 
Null sein. Diesen theilen wir wieder in zwei Theile und so fort. 
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Setzen wir diese Operation beliebig oft fort, so kommen wir als Grenze 
zu einem Punkte, der auf der Peripherie des Convergenzkreises ge- 
legen sein muss. Die Eigenschaften desselben, sowie die letzten Be- 
trachtungen fassen wir zusammen in dem folgenden 

Lehrsats: Auf der Peripherie des GonTergenzkreises einer 
Potenzreihe G(x) muss mindestens ein Punkt gelegen sein, 
welcher die folgenden Eigenschaften besitzt. Beschreibt 
man um ihn einen Kreis von beliebig kleinem Radius und 
greift das Flächenstück heraus, welches diesem und dem 
ursprünglichen Kreise gemeinsam ist, so muss die untere 
Grenze der Convergenzradien der abgeleiteten Reihen, die 
zu den einzelnen Punkten dieses Flächenstückes gehören, 
gleich Null sein. 

Wir können an Stelle dieses Lehrsatzes einen anderen etwas an- 
schaulicheren geben. Sei c ein Punkt der Art, wie er in dem letzten 
Lehrsatz charakterisirt worden ist. Wir behaupten dann, dass dieser 
Punkt c niemals im Innern des Convergenzbereiches einer Potenzreihe 
gelegen sein kann, welche unmittelbar aus der ursprünglichen mit 
Hülfe des Tay lo raschen Lehrsatzes abgeleitet werden kann. 

Zum Beweise nehmen wir an, der Satz wäre falsch, c liege im 
Innern des Convergenzbereiches einer Potenzreihe um den Punkt er, 
die aus der ursprünglichen durch unmittelbare Fortsetzung gewonnen 
ist. Hierbei ist a ein Punkt im Innern des ursprünglichen Convergenz- 
kreises. ümgiebt man dann c mit einem Kreise mit dem Radius (>, 
welcher ganz innerhalb des Kreises um a ^gelegen ist, und nennt die 
kleinste Entfernung der Punkte der Peripherie des letzteren von denen 
des vorigen rf, so können wir die Construction jedenfalls so vornehmen, 
dass d von Null verschieden ist. Femer aber können wir für die 
Punkte, die dem ursprünglichen Convergenzkreise und dem Kreise 
um c mit dem Radius q gemeinsam sind, die fortgesetzten Reihen 
bilden und zwar ist es hierbei nach dem früheren gleichgültig, ob wir 
diese Reihen unmittelbar aus der ursprünglichen oder aus der Reihe 
um den Punkt a herum bilden. Die Convergenzkreise aller dieser 
fortgesetzten Reihen haben aber mindestens den Radius d, folglich 
kann ihre untere Grenze nicht gleich Null sein. 

Wir finden daher den folgenden 

Lehrsatz: Auf der Peripherie des Convergenzkreises 
einer Potenzreihe G(x) muss mindestens ein Punkt c liegen, 
welcher nicht im Innern des Convergenzbereiches einer 
Potenzreihe gelegen ist, die mit Hülfe des Taylor'schen 
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Satzes unmittelbar aus der ursprünglichen gewonnen ist 
und zwar für einen Punkt a, der im Innern des Convergenz- 
bereiches derselben gelegen ist. 

Dieser Satz ist mit dem Torigen gleichwerthig. 
Wir können uns aber noch einfacher ausdrücken, indem wir den 
folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Lehrsatz: Auf der Peripherie des Convergenzkreises einer 
Potenzreihe G{x) muss mindestens ein Punkt e gelegen sein, 
für welchen es nicht möglich ist eine Potenzreihe auf- 
zustellen: Co+q(a:-c) + Ci(rc-c)« + -.-, 

welche in dem gemeinsamen Convergenzbereich mit der 
ursprünglichen übereinstimmt. 

Auch dieser Satz ist mit den beiden zuletzt entwickelten gleich- 
werthig. 

§5. 

Definition der monogenen analytischen Function 
einer VeriLnderlichen« Singolftre Punkte. 

Allen Punkten, die im Innern des Convergenzbezirkes einer Potenz- 
reihe gelegen sind, entspricht ein fester eindeutiger Werth derselben. 
Es definirt die Potenzreihe daher für die genannten Punkte eine ganz 
bestimmte Function. Ueberdies haben wir aber gesehen, dass die 
Potenzreihe auch über den ursprünglichen Convergenzbereich hinaus 
fortgesetzt werden kann. Die Beziehungen, die bei dieser Gelegenheit 
gefunden wurden, sind derart, dass wir die Fortsetzung der Potenz- 
reihe zugleich als Fortsetzung der durch die ursprüngliche Reihe de- 
finirten Function ansehen können, so dass die letztere auch ausserhalb 
des ursprünglichen Convergenzbereiches definirt werden kann. Bei den 
verschiedenen Möglichkeiten, die hier vorliegen, sind offenbar jene 
Punkte von besonderer Bedeutung, die wir im vorigen Paragraphen 
als charakteristische Punkte der Peripherie des Convergenzkreises ge- 
funden haben. Sie werden für die Art der Fortsetzung und damit für 
die Function selbst von schwerwiegender Bedeutung sein. Wir wollen 
sie mit dem Namen der singulären Punkte der Function bezeichnen. 
Es sind nun zwei Fälle möglich. Entweder fallen die singulären 
Punkte die ganze Peripherie aus oder zweitens dasselbe ist nicht der 
Fall. In dem zweiten Falle müssen wir dann durch unmittelbare Fort- 
setzimg aus der ursprünglichen Reihe eine zweite erhalten, deren Con- 
vergenzbereich über den ersten hinausreicht. Diese Potenzreihe können 
wir dann für sich zu Grunde legen und mit ihr operiren, wie mit 
der ursprünglichen. Ihr Convergenzkreis muss auf seiner Peripherie 
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mindestens einen singulären Punkt besitzen, wobei bei der Definition 
des singulären Punktes die zweite Reihe als die ursprüngliche zu Grunde 
zu legen ist u. s. f. Wir können durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
zu einer unendlichen Anzahl von Potenzreihen kommen, denen für die 
Punkte innerhalb ihres Convergenzkreises eindeutig bestimmte, feste 
Werthe zukommen, so zwar, dass wir diese Potenzreihen als ver- 
schiedene Darstellungen einer und derselben Function von x ansehen. 
Die singulären Punkte derselben können auf das Mannigfaltigste gruppirt 
sein. Ihre Anzahl kann eine endliche oder eine unendliche sein. In 
letzterem Falle können alle die Möglichkeiten eintreten, die die Mannig- 
faltigkeitslehre darbietet, sie können Curven, Flächenstücke erfüllen etc. 
Der Inbegriff aller dieser unendlich vielen Potenzreihen, von denen 
eine jede aus jeder andern durch Fortsetzung gewonnen werden kann, 
wie nicht näher auseinandergesetzt zu werden braucht, wird nun nach 
Weierstrass mit dem Namen der monogenen analytischen 
Function einer Veränderlichen bezeichnet. 

Aufgabe der Functionentheorie ist es, den Begriff der soeben de- 
finirten Function in Bezug auf seine Mächtigkeit hin zu untersuchen 
und die Functionen in Kategorien zu zerfallen, deren Eigenschaften 
aufgedeckt werden können. 

Die Functionen zerfallen nun in zwei grosse Abtheilungen. Gehen 
wir von einem Punkte a aus, um den herum sich die Function durch 
eine Potenzreihe darstellen lässt, und kehren auf irgend einem Wege 
zu demselben zurück, so ist es möglich, dass die Function wieder durch 
dieselbe Potenzreihe dargestellt wird, oder aber es ergeben sich je nach 
der Wahl der Wege immer andere und andere Darstellungen. Im 
ersten Falle nennen wir die Function eine eindeutige, im zweiten 
dagegen eine mehrdeutige. Wir werden uns in der Folge nur mit 
den eindeutigen Functionen zu beschäftigen haben, so dass von jetzt 
an überall da, wo nicht das Gegentheil bemerkt ist, unter einer Function 
eine eindeutige verstanden werden soll. 

§6. 

Theorie der eindentigen Funotionen von x» Definition der 
wesentlioben und ausserwesentliohen singulären Punkte. 
Darstellung aller Funotionen, die als einzigen singulären 

Funkt einen wesentlichen besitzen. 

Einen jeden nicht singulären Punkt einer eindeutigen Function 
nennen wir fortan einen regulären. Im positiven Sinne können wir 
sagen, dass der Punkt x = a ein regulärer der Function ist, oder auch. 

Krause, Doppeltperiodische Fauctionen. I. 2 ' 
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dass die Function sich in seiner Umgebung regulär verhalte, wenn sie 
sich um ihn herum durch eine Potenzreihe darstellen lässt: 

ao+ ai(x — a) + a^(x — ay + ' " 

Das Wort Umgebung ist in der bekannten Bedeutung gebraucht. 
Diese Definition setzt zunächst a als endlich voraus. Ist o — oo, so 

soll an Stelle des Ausdruckes o; — cx> die Grösse — treten. 

X 

Femer sollen die singulären Punkte einer Function f(x) in zwei 
Kategorien getheilt werden, in die ausserwesentlichen und in die wesent- 
lichen singulären Punkte. Kann f(x) durch Multiplication mit einer 
ganzen Potenz von a; — a' in eine in der Umgebung des Punktes X'^ a! 
sich regulär verhaltende Function verwandelt werden, so nennen wir den 
singulären Punkt a' einen ausserwesentlichen singulären, im ent- 
gegengesetzten Fall einen wesentlichen singulären. Für den Un- 
endlichkeitspunkt tritt wiederum an Stelle von x — c/: — 

X 

Büernach hat fiir a; — a die Function einen bestimmten Werth 
nicht nur, wenn f(x) in der Umgebung von a sich regulär verhält, 
sondern auch, wenn die Stelle a eine ausserwesentliche singulare ist. 
Denn in beiden Fällen lässt sich f(x) für hinlänglich kleine Werthe 
von a; — o in die Form bringen: 

f{x) - (a; - a)-'»[^o + Ai^ - «) + M^ -ay+-' 'l 
wobei m eine ganze Zahl ist und Aq einen von Null verschiedenen 
Werth hat; und es ist also, wenn m > 0, für jeden unendlich kleinen 
Werth von x — a der entsprechende Werth von f{x) unendlich gross, 
und für x ^^ a ergiebt sich f{x) ^ cc. 

Aus dem vorstehenden Ausdruck von f{x) ergiebt sich zugleich, 
dass innerhalb des Convergenzbezirkes der eingeklammerten Reihe eine 
singulare Stelle nicht existirt, wenn w < 0, und nur die eine Stelle a, 
wenn w > ist. Daraus folgt weiter, dass eine Stelle, von der sich 
nachweisen lässt, dass auch in einer unendlich kleinen Umgebung der- 
selben von ihr verschiedene singulare Stellen existiren, nothwendig 
eine wesentliche singulare Stelle ist. 

Wir stellen nun zunächst das Problem: wie sehen alle Functionen 
aus, die den Unendlichkeitspunkt als einzigen singulären Punkt be- 
sitzen und diesen als wesentlichen singulären? 

Jedenfalls ist klar, dass derartige Functionen sich sämmtlich durch 
beständig convergirende Potenzreihen darstellen lassen müssen d. h. durch 
Potenzreihen, deren Convergenzradius unendlich gross ist. In der That, 
wäre der Convergenzradius ein endlicher, so müsste auf der Peripherie 
des Convergenzkreises d. h. im Endlichen ein singulärer Punkt gelegen 
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sein und das ist gegen die Annahme. Wir beweisen nun aber auch 
umgekehrt, dass eine jede beständig convergirende Potenzreihe, die 
nicht im Endlichen abbricht, im Unendlichen einen wesentlichen singu- 
lären Punkt besitzt. 

Dazu beweisen wir nun zunächst den folgenden 

Lehrsato: Eine jede beständig convergirende Potenzreihe 
muss ausserhalb eines jeden Kreises mit beliebig grossem 
Radius Werthe annehmen, die grösser sind, als eine beliebig 
gross vorgelegte Grösse. 

In der That, nehmen wir als Mittelpunkt der einzelnen Kreise 
etwa den Nullpunkt an und machen die Annahme, der Satz wäre falsch, 
so zwar, dass die Werthe der Potenzreihe für Punkte ausserhalb der 
einzelnen Kreise mit den Radien r stets dem absoluten Betrage nach 
kleiner bleiben als eine endliche positive Grösse ^, dann würde nach 
dem Cauchy 'sehen Satze folgen: 

löni^S'.r-», w — 1,2, 3, ... 

Diese Ungleichheit müsste gelten, wie gross auch r angenommen 
wird, d. h. die sämmtlichen Coefficienten müssten gleich Null sein. 
Damit ist ein Widerspruch gefunden und der aufgestellte Lehrsatz als 
richtig bewiesen. 

Auf Grund dieses Satzes ist es nun nicht schwer nachzuweisen, 
dass eine jede beständig convergirende Potenzreihe den Unendlichkeits- 
punkt als wesentlichen singulären besitzt. In der That, zunächst ist 
klar, dass er jedenfalls ein singulärer Punkt sein muss. Wäre er nur ein 
ausserwesentlicher singulärer, so müsste eine endliche positive ganze 
Zahl n derart bestimmt werden können, dass das Product von a?""*» und 
der vorgelegten Potenzreihe d. h. der Ausdruck: 

(^) f{^) "" öto . a;-» + ai . Ä- »+ 1 + • • • an + a«+i .x-\ a„+m a?" + • • • 

in der Umgebung des Unendlichkeitspunktes sich regulär verhält. Das 
ist aber nicht der Fall. In der That, die rechte Seite zerfällt in zwei 
Theile, von denen der erste: 

immer kleiner und kleiner wird, wenn x immer grösser und grösser 
wird, während der zweite wiederum eine beständig convergirende 
Potenzreihe ist. Unter solchen Umständen nimmt der Ausdruck: 

x~^ ,f{x) 

für wachsende Werthe von x Werthe an, die selbst über alle Grenzen 
wachsen, mithin kann f{x) in der Umgebung des Unendlichkeitspunktes 
sich nicht regulär verhalten. 
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Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsats: Sämmtliche eindeutigen analytischen Func- 
tionen von Xy die als einzigen singulären Punkt den Un- 
endlichkeitspunkt besitzen und diesen als wesentlichen sin- 
gulären, lassen sich in der Form von beständig convergirenden 
Potenzreihen darstellen. Man nennt derartige Functionen 
ganze transcendente Functionen. 

Wir wollen für diese ganzen transcendenten Functionen schon hier 
den folgenden Satz aufstellen: 

Lehrsats: Wird eine ganze transcendente Function f(x) 
für einen Werth x^a gleich Null, so ist der Quotient: 

X — a 
wieder eine ganze transcendente Function. 

Der Beweis ergiebt sich sofort, wenn wir erwägen, dass /"(rc) nach 
Potenzen von x — a geordnet werden kann, so zwar, dass die neue 
R^ihe wiederum für alle Werthe von x convergirt. 

Ebenso einfach sind wir nunmehr im Stande, alle analytischen 
Functionen aufzustellen, die als einzigen singulären Punkt einen wesent- 
lichen besitzen und zwar den beliebig vorgelegten Punkt ic — a. Wir 
haben dazu nur nöthig, in den Reihen, welche die ganzen transcendenten 

Functionen darstellen, an Stelle von x\ zu setzen. 

X — a 

Wir erhalten also den 

Lehrsata: Sämmtliche eindeutigen analytischen Func- 
tionen von Xy die als einzigen singulären Punkt den Punkt 
X'^a besitzen und diesen als wesentlichen singulären, haben 

die Form 6r( j; wobei G{p^ die allgemeinste ganze 

transcendente Function von x bedeutet. 

§7. 

Untersnohnng nnendliolier Beihen, die nach positiven 

und negativen Potenzen von x fortschreiten. 

An die Frage, die im vorigen Paragraphen beantwortet ist, schliesst 
sich naturgemäss die Frage: wie sehen alle eindeutigen Functionen aus, 
die als einzige singulare Punkte zwei wesentliche singulare besitzen? 
Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass diese beiden Punkte der 
Null- und der Unendlichkeitspunkt seien. Verstehen wir dann unter: 
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lind 

6o 4- 6i a: + ftgic* H 6„a;" + -• • 

zwei beständig convergirende Potenzreihen von x, so wird der Ausdruck : 

f{x) -=- %+ a^x + a^x^ -{ an a;" + • • • 

eine Function der verlangten Art sein, da derselbe als einzige singulare 
Punkte den Null- und den Unendlichkeitspunkt enthält und diese als 
wesentliche singulare. 

Wir kommen auf diese Weise zu unendlichen Reihen, die nach 
positiven und negativen Potenzen von x fortschreiten. Ehe wir in dem 
eigentlichen Thema weitergehen, mögen einige der wichtigsten Sätze 
über derartige Reihen kurz entwickelt werden. 

Sei ganz allgemein eine Reihe vorgelegt: 

«0 + «1 . a? H «n • a?* H 

+ /Ji • — H ßn-^ ? 

X X, 

wobei die a und j3 beliebige Grössen bedeuten. Dann wird der Con- 

vergenzbereich derselben aus demjenigen Ebenenstück bestehen, welches 

den Convergenzbereichen der beiden Reihen: 

aQ+ «j.ajH ««.x'H 

und 

gemeinsam ist. Der Convergenzbereich der ersten Reihe ist ein Kreis, 
dessen Radius wir mit r^ bezeichnen wollen, der Convergenzbezirk der 
zweiten Reihe besteht aus allen Punkten der ganzen unendlichen 
Ebene, die ausserhalb eines Kreises gelegen sind. Der zweite Kreis 
ist ebenso wie der erste um den Nullpunkt beschrieben und möge den 
Radius r^ besitzen. Der Convergenzbereich der vorgelegten unendlichen 
Reihe wird also von den Punkten gebildet, die innerhalb des Kreis- 
ringes gelegen sind, der von den Kreisen mit den Radien r^ und r^ 
begrenzt ist. Daneben können auch Punkte auf den begrenzenden 
Peripherien hinzutreten. Hierbei muss r^ grösser oder gleich r, sein, 
vorausgesetzt, dass von einem Convergenzbereich die Rede sein soll. 
Wir wollen auch den Fall ausschliessen, dass r^ — r^ ist. 

Dann folgt zunächst, dass im Innern des angegebenen Kreisringes 
die Convergenz der Reihe eine unbedingte ist, es folgt ferner, dass 
sich die durch die Reihe dargestellte Function in der Umgebung aller 
dieser Punkte regulär verhalten muss. Ferner werden wir die Function 
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auch ausserhalb des angegebenen Bereiches darstellen können, wobei zu 
bemerken ist, dass sowohl auf der Peripherie des inneren, als auf der 
Peripherie des äusseren Kreises mindestens ein singulärer Punkt ge- 
legen sein muss. 

Ferner gilt der folgende 

Lelirsatz: Seien 

und 

aj + a/.a; + a^'.x^-] 

zwei Reihen der angegebenen Art, deren Convergenzbereiche 
einen gemeinsamen Theil besitzen mögen. Sie mögen ferner 
für alle Punkte eines endlichen^ beliebig kleinen Linien- 
stückes übereinstimmen, welches ganz im Innern des ge- 
meinsamen Convergenzbereiches gelegen ist, dann müssen 
die Coefficienten der einzelnen Potenzen von x in der 
ersten Entwickelung gleich den Coefficienten der ent- 
sprechenden Potenzen von x in der zweiten Entwickelung 
sein, d. h. ^ ^ f a a t 

Der Beweis kann leicht folgendermassen geführt werden. Zunächst 
folgt, dass, wenn die angegebenen Bedingungen erfüllt sind, die beiden 
Reihen sicher in dem ganzen gemeinsamen Convergenzbezirk überein- 
stimmen werden. Beschreiben wir also um den Nullpunkt einen 
Kreis, der ganz im Innern des gemeinsamen Bereiches gelegen ist, so 
müssen sie für die Peripheriepunkte desselben übereinstimmen oder 

aber die Reihe: ^-, ^-i i 

2^(a,-a.')a:-+2(/J»-^n')^ 

muss für die genannten Punkte gleich Null sein. Nun haben wir für 
die gewöhnlichen Potenzreihen den C au chy 'sehen Satz entwickelt. Der 
Beweis ist so gegeben worden, dass er unmittelbar auf unsere all- 
gemeinen Reihen Anwendung findet. Wir wollen ihn unter solchen 
Umständen auch für diese Reihen als bewiesen annehmen, dann folgt 
sofort: , . _ , 

«n =* «n , ßn = ßn - 

Unter den genannten Reihen sind nun die am Anfange des Para- 
graphen erwähnten von besonderer Bedeutung. Man nennt die Func- 
tionen, welche durch dieselben dargestellt werden, ganze transcendente 
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Functionen im weiteren Sinne. Wir wollen schon an dieser Stelle 
den folgenden Lehrsatz für dieselben beweisen. 

Lehrsatz: Verschwindet die transcendente ganze Func- 
tion im weiteren Sinne: 

f{x) « ao+ «1^ + ö«^*H 

+ a^x — + ö— 2 -9 H für X <= a 

X xr 

f{x) fix) 

so ist — ^-^ und — ^-^ eine ebensolche Function. 

a X 

In der That, jedenfalls kann eine Constante c so bestimmt werden, 
dass : c + aQ+a^x + a^x^ + '" 

für a: — a verschwindet. Nun ist: 

f{x) — c + tto + ai . a; + Og . a?* H 

+ — c + a-i - + a-2 ^ + . . . 

X xr 

also muss auch: -« -t 

— c + a-i - + «-2-« H 

a? x^ 

für a: — a verschwinden. 

Unter solchen Umständen können wir schreiben: 



oder auch: 



und: 



+ (i-|)(._.+6_,i+...) 

fix)^{l-fj(bo + b^x.+ b,.x* + -- 

Damit ist der Beweis geliefert. ^ 

§8.») 

Darstellnng aller Funotionen, die als einzige sing^oläre Funkte 

zwei wesentliche besitzen. 

Wir haben im vorigen Paragraphen in den ganzen transcendenten 
Functionen im weiteren Sinne Functionen gefunden, die nur zwei 
singulare Punkte besitzen, den Null- und den Unendlichkeitspunkt, und 
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zwar waren dieselben wesentliche singulare Punkte. Wir zeigen, dass 
auch die Umkehrung richtig ist oder aber dass folgender Lehrsatz gilt: 

Lehrsatz: Alle analytischen eindeutigen Functionen, die 
als einzige singulare Punkte zwei wesentliche besitzen und 
zwar den Null- und den ünendlichkeitspunkt, sind in den 
ganzen transcendenten Functionen im weiteren Sinne ent- 
halten. 

Dieser Satz ist ein specieller Fall des sogenannten Laurent*schen 
Satzes, welcher in neuerer Zeit durch Mittag-Leffler und Scheeffer 
einfache Beweise gefunden hat. 

Wir wollen hier die Darstellung geben, wie sie sich in dem citirten 
Werke von Hau senb erger S. 136 flg. findet. Es sei f{x) die all- 
gemeinste Function der angegebenen Art, dann setzen wir: 

m-f{\) 

9,(a!) = (a;--J9>j(a;), 

dann sind die sämmtlichen drei neuen Functionen von demselben 
Charakter wie f{x), überdies aber finden die beiden Beziehungen statt: 



Vi 



9*« 






Wir wollen nun eine neue Veränderliche y vermöge der Gleichung 

einführen: -• 

y^x+ 7 

X 

dann ergeben sich zu jedem Werthe von y zwei Werthe von x und 
zwar ist: 



oder auch: 



^=|±l/f- 



X 2^V 4 






Femer folgt, dass y für x «= (.) und für x = cc unendlich gross 
wird, im üebrigen aber endlich bleibt. 
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Hieraus folgt, dass die Functionen: 



««)-r(f±j/f-.)™d,(A).,(-|Tl/^-.) 

aufgefasst als Functionen von y für alle endlichen Werthe von y end- 
lich bleiben. Wir behaupten, dass der Ausdruck: 

2..w-Kf±i/?~')+Kl^l/F'). 

welcher zunächst dieselbe Eigenschaft besitzt, sich für die genannten 
Werthe nach Potenzen von y in der Form einer gewöhnlichen con- 
vergirenden Potenzreihe darstellen lässt und eindeutig ist. 

In der That, denken wir uns unter a eine beliebig grosse reelle 
positive Zahl, so wird die Entwickelung von f(^x) im Pimkte a: « a 
nach steigenden Potenzen von x — a 

f(x) = ao + ai(x — a) + a^(x - a)*+ • • • 

in einem Kreise convergiren, der um a beschrieben ist und bis zum Null- 
punkt reicht. Dabei kann a so gross gewählt werden, dass dieser Kreis 
einen jeden Punkt rechts von der imaginären Axe umfasst. Liegt nun 

X — Q(cosq) + isintp) 
rechts von der imaginären Axe, so thut es: 

-- « -. [öos(~ (p) + isin (- q>)] 

auch und dabei ist klar, dass wir a so gross wählen können, dass 
beide Punkte x und — in den Convergenzkreis der Reihe fallen. Nehmen 

X 

wir — a als Mittelpunkt an, so können wir mit den Punkten links von 
der imaginären Axe analog verfahren. Die Punkte, welche auf der 
imaginären Axe gelegen sind, bedürfen, wie unmittelbar klar, keiner 
besonderen Untersuchung. Haben wir nun a so gewählt, dass für 
bestimmte x: ^. . , , \ , / x« , 

und 

/•Q)-«o+«.(^-«) + «»Q-ay+" 
gleichzeitig convergiren, so werden aus: 

^(^) + Ki) « r /IM 



+ t [(*-«)«+(! -«/ + ••] 
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bei Einführung von y die Irrationalitäten herausfallen, so dass hieraus 
die Richtigkeit der Behauptung für alle endlichen Werthe von y folgt, 
wie kaum näher ausgeführt zu werden braucht. Hieraus folgt, dass 
g>i(x) sich als ganze transcendente Function von y darstellen lässt, 
etwa in der Form: 

9)i(a?) = Jo + -^ly + ^«y* + • • • 

Ersetzen wir y durch x -\ und erwägen wiederum, dass eine jede 

Reihe, bei welcher die Summe der absoluten Beträge der einzelnen 
Glieder convergent ist, beliebig angeordnet werden kann, so folgt die 
Darstellung von (pi{x): 

wobei die R^ihe: B, + B,x + B,:>? + ■ ■ ■ 

eine beständig convergirende ist. 

Das analoge Resultat ergiebt sich für 

2q)^{x) ^ q>^{x) + q>^(^ 

und hieraus folgern wir für q>^{x) die Form: 

(p^{x) - j ; 

X 

X 

wobei die Reihe im Zähler für alle endlichen von Null verschiedenen 
Werthe von x endlich sein muss. Dasselbe gilt aber, wie unmittelbar 
folgt, auch von (p^ix). Unter solchen Umständen muss der Zähler 
durch den Nenner theilbar sein und zwar ergiebt sich das Resultat 
in derselben Form wie der Zähler, wie im vorigen Paragraphen be- 
wiesen. Mithin finden wir, dass f{x) sich in der That durch die Reihe 
darstellen lässt: 

/•(a;)-Z)o + A.^+A^ + --- 

X x^ 

die für alle endlichen von Null verschiedenen Werthe von x convergent 
ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir haben bei diesen Betrachtungen als wesentliche singulare 
Punkte den Null- und den Unendlichkeitspunkt gewählt. Es braucht 
kaum hervorgehoben zu werden, dass ganz allgemein der folgende 
Lehrsatz gilt: 
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Lehrsatz: Die sämmtlichen eindeutigen Functionen^ die 
die beiden Punkte a und h als alleinige singulare und zwar 
als wesentliche singulare besitzen, haben die Form: 



«(i^^J+^-C^) 



wobei G{x) und G^{x) die allgemeinsten ganzen transcendenten 
Functionen von x in ihrer ursprünglichen Definition be- 
deuten. 

§9. 

Untersnohting des Quotienten zweier Fotenzreihen. Ueber die 
Nullpunkte der ganzen transcendenten Functionen. 

Um weitere analytische Functionen zu schaffen, wollen wir jetzt 
den reciproken Werth einer Potenzreihe ins Auge fassen und zwar 
wollen wir hierbei der Einfachheit halber annehmen, dass diese Potenz- 
reihe f{pc) beständig convergent sei. Der Quotient möge die Form 
haben: i ^ 



Dann gilt der 

Lehrsatz: Ist a^ von Null verschieden, so lässt sich der 

Quotient 7^7-^ in eine Potenzreihe von x verwandeln, welche 

bis zu demjenigen Nullpunkt von f{x) reicht, welcher dem 
Punkte a? — am nächsten liegt. 

In der That, wie früher bewiesen, können wir für x eine positive 
Grenze 5 derart bestimmen, dass für alle Werthe von x, die ihrem 
absoluten Betrage nach kleiner sind als |, der Ausdruck: 

\ay^.x + a^.Qi?-\ an*x^-\ | 

kleiner ist als eine beliebig klein vorgelegte Grösse, also auch kleiner 
als Ioq!. Dabei bleibt dieses Resultat bestehen, wenn wir an Stelle 
der Grössen a« und x ihre absoluten Beträge setzen. Wir wollen den 
ganzen Ausdruck durch - ij bezeichnen, dann folgt für die definirten 
Werthe von x\ 

J 1 lfi + 1 + ^+..A 

f{x) a^—n %\ Oo «0* ^ 

Die einzelnen Ausdrücke -^— können ihrerseits als Potenzreihen 

von X dargestellt werden. Der ganze Ausdruck convergirt aber auch 
dami, wenn wir die einzelnen Glieder durch ihre absoluten Beträge er- 
setzen. Hieraus folgt, dass die Anordnung der Glieder willkürlich ist, 
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so dass wir die rechte Seite jedenfalls in eine Potenzreihe von x ver- 
wandeln können, welcher ein bestimmter Convergenzbereich zukommt. 

Wir behaupten, dass derselbe bis zum nächsten Nullpunkt von 
f{(C) reicht. 

In der That, wir wollen die Potenzreihe, welche den Quotienten 
um den Nullpunkt herum darstellt, schreiben: 

Dieselbe stimmt dann jedenfalls in allen Punkten, die im Innern 
des Convergenzbereiches gelegen sind, mit -r^ überein. Keinenfalls 

darf daher der Convergenzbereich über einen Nullpunkt von f[x) hinaus- 
reichen. Er muss aber bis zum nächsten Nullpunkt 7on f{£) reichen. 
In der That, wäre dasselbe nicht der Fall, so greifen wir auf der 
Peripherie des Convergenzbereiches einen beliebigen Punkt a heraus. 
Da derselbe kein Nullpunkt von f{p^ ist, so können wir um ihn herum 
f{x) in eine Potenzreihe entwickehi: 

fix) — Co+ c^{x — a) -f (^{x - a)*+ • • •> 
wobei Cq von Null verschieden ist. Unter solchen Umständen können wir: 



fix) Co + c^ix — d) -f (^{x - a)* + • . • 
nach Potenzen von ix — d) entwickeln d.h. in die Form bringen: 

^0 + ^(^ - «) .+ d^ix-df^ 

Diese Reihe muss dann aber mit der Reihe: 

im gemeinsamen Convergenzbereich übereinstimmen d. h. a und damit 
kein Punkt auf der Peripherie des Convergenzkreises könnte ein sin- 
gulärer sein, sodass ein Widerspruch entsteht. Damit ist der Satz be- 
wiesen, r- 
Wir haben der Einfachheit halber angenommen, dass fix) eine 
ganze transcendente Function ist und ebenso dass der Zähler gleich 1 
sei. Wir können die Resultate ohne Weiteres verallgemeinern, indem 
wir den folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Lehrsatz: Der Quotient zweier Potenzreihen von x ist um 
den Nullpunkt herum wiederum durch eine Potenzreihe dar- 
stellbar, wenn das constante Glied im Nenner von Null ver- 
schieden ist. Der Convergenzbereich derselben reicht min- 
destens bis zum nächsten singulären Punkte des Zählers 
oder Nenners oder bis zum nächsten Nullpunkte des Nenners. 
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Eine Ergänzung dieses Satzes ist dann der folgende: 

Eine jede eindeutige Function f{x) hat dieselben wesent- 
lichen sincjuUiren Stellen wie ^^t-v- 

. /^''\ 

In der That sei x^ eine wesentliche singulare Stelle von f{x)y da- 

ireficen nicht von ...-r- Dann können zwei Fälle eintreten. Entweder 

1 '^""^ 

7:^ verhält sich in der Umgebung von x^ regulär oder aber x^ ist eine 

ausserwesentliche singulare Stelle. Beide Fälle fiihren, wie aus der 
Definition unmittelbar klar ist, zu einem Widerspruch. 

Hieran schliesst sich der folgende 

Lehrsats: Eine jede eindeutige Function von x hat in 
einem endlichen Theile des Gebietes von x, der weder im 
Innern, noch an der Grenze eine wesentliche singulare Stelle 
besitzt, nur eine endliche Anzahl von Stellen, an denen sie 
unendlich gross oder Null wird. 

Der erste Theil ergiebt sich aus den folgenden Bemerkungen. 
Wenn die Zahl der Unendlichkeitsstellen eine unendlich grosse wäre, 
so mtisste es im Innern oder an der Grenze des Bereiches wenigstens 
eine Stelle geben, welche sich dadurch auszeichnet, dass in jeder Um- 
gebung derselben von ihr verschiedene Unendlichkeitsstellen vorhanden 
sein miissten. Es folgt das aus Betrachtungen, die ähnlich denjenigen 
sind, die wir anstellten, um die Existenz eines singulären Punktes auf 
der Peripherie des Convergenzkreises nachzuweisen. Dann mttsste 
dieser Punkt ein wesentlicher singulärer sein und das ist gegen die An- 
nahme. Der zweite Theil folgt aus dem vorhin bewiesenen Satze, 

dass fix) und -^^y-^ dieselben wesentlichen sinemlären Stellen besitzen. 

Ist also f{x) eine ganze transcendente Function, so giebt es unter 
den Werthen von Xj deren absoluter Betrag eine willkürlich an- 
genommene Grenze nicht übersteigt, stets nur eine endliche Anzahl 
solcher, fiir die f{x) gleich Null wird. Dies gilt auch dann noch, 
wenn wir ähnlich, wie es in der Algebra geschieht, festsetzen, dass bei 
Bestimmung der in Rede stehenden Zahl jeder Werth, für welchen 
ausser der Function f{x) selbst auch die (^ — 1) ersten Ableitungen 
derselben verschwinden, die |ii*® aber nicht, als ein fi mal zu zählender 
betrachtet werden soll. 

Hieraus folgt dann der wichtige Weierstrass'sche 

Lehrsatz: Die Nullstellen einer jeden ganzen trans- 
cendenten Function können in eine Reihe gebracht werden: 



30 § 10. Functionen mit einer wesentl. u. belieb, vielen ausserwesentl. sing. Stellen. 

derart, dass: «n«8,«3v.. 

1. in derselben jeder Werth so oft, als er nach der ge- 
machten Feststellung zu zählen ist, vorkommt; 

2. für je zwei auf einander folgende Glieder der Reihe 
die Ungleichheit besteht: 

!an+l| > l«nh 

3. im Falle die Reihe nicht abbricht, die Relation statt- 

§10. 

Froductentwiokelung der ganzen transoendenten Fnnotionen. 
Darstellnng aller eindeutigen Fnnotionen, welche einen 
wesentlichen singnlären nnd beliebig viele auBserwesentliche 

Bingulftre Punkte besitBcn. 

Ist a; = a, ein Nullpunkt der ganzen transcendenten Function f{x)y 
80 sahen wir, können wir dieselbe schreiben: 

/•(a;)«(a;-a,)/;(rF), 

wobei fi{x) wiederum eine ganze transcendente Function ist. Sind 
daher a^ . . . «n eine endliche Anzahl von Nullstellen von f{po)y so können 
wir analog schreiben: 

f{x) « (a? — a,) (a; - «2) . . . (iC - ccn)fn(x), 

wo auch fn(x) eine ganze transcendente Function bedeutet. Es kann 
der letzte Satz nicht unmittelbar verallgemeinert werden, weim die 
Zahl der Nullstellen unendlich gross wird. Es ist das Verdienst von 
Weierstrass, die hier befindliche Lücke ausgefiillt zu haben, und 
zwar geschieht dasselbe auf Grund des folgenden Satzes: 

Lehrsatz: Ist «j, (i,,... an^... eine Reihe von Grössen der 
im vorigen Paragraphen definirten Art, so lässt sich stets 
ein unendliches Product bilden: 

welches für alle endlichen von a,, et,,.. . a„,.. . verschiedenen 
Werthe von x convergirt, in welchem ferner (pr{x) gewisse 
im Endlichen niemals verschwindende ganze transcendente 
Functionen bedeuten. 

Der Beweis dieses Satzes ist sofort klar, wenn die Reihe der ab- 
soluten Beträge der Grössen convergent ist. In diesem Falle haben 
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wir nur nöthig, die einzelnen Grössen fpn(jx:) = 1 zu setzen. Dieser 
Fall ist der einzige, der für uns in der Folge von Interesse sein wird, 
indessen möge auch der entgegengesetzte kurz betrachtet werden. Wir 
wollen da zwei Unterfälle unterscheiden: 

I. Es giebt eine bestimmte ganze Zahl m von der Beschaffenheit, 
dass die Reihe: 

absolut convergent ist. 
n. Die Reihe: /1\™ /IX*" 

ist fiir jedes noch so grosse m divergent. 
Im ersten Falle setzen wir: 



+ 






a« 2 aJ m-1 a«"»-* 



dann ist das Product: 

( 1 - ^) «Pi (^) ( 1 ~ |-) 92 W • • • ( 1 - ^J 9>« W • • 

ein unbedingt convergentes für alle endlichen Werthe von x mit Aus- 
nahme der Werthe ^_^ -..-lo «. 

für welche es verschwindet. In der That, entwickelt man den n**° Factor 
nach Potenzen von x, so findet man: 



(l-i),,W-l-ig(l + 9), 



worin 6 eine endliche mit wachsendem n dem absoluten Betrage nach 
abnehmende Zahl bedeutet. Ein unendliches Product aus Factoren 
dieser Art ist aber bekanntlich unbedingt convergent. 
Im zweiten Falle setzen wir: 

.V X . 1 x^ ^ 1 a;"""^ 

^ ^ an 2 «„* n — 1 «n** * 

so ist das unendliche Product: 

ein absolut convergentes mit Ausnahme an den Stellen 



an welchen es verschwindet. 



X -* «r, 



n 



convergirt, 
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In der That, es ist: 

[1 l 9n(^) — (1 je ^V aj n a^« n + 1 „„" + > 

— 11 111 ) e « flr„" «4-1 ff„«+ 1 

1 /r*» 

= 1-^-^(1 + *.), 

worin dn mit wachsendem n gegen Null convergirt. Hieraus folgt dann 
das zu Beweisende unmittelbar. 

Aus dem soeben bewiesenen fundamentalen Lehrsatz folgt mit 
leichter Mühe der folgende 

Lehrsatz: Die sämmtlichen im vorigen Lehrsatz definirten 
unendlichen Producte sind transcendente ganze Functionen 
d. h. sie geben ausmultiplicirt Potenzreihen, die für jedes 
endliche x convergiren. 

Im ersten Falle, in welchem die Reihe der Grössen — 

folgt der Beweis aus den Elementen der Analysis, im zweiten Falle 
beruht er wesentlich darauf, dass das vorgelegte unendliche Product, 
dessen einzelne Factoren als Potenzreihen von x dargestellt werden 
können, convergent bleibt, wenn wir in diesen Potenzreihen sämmtliche 
Glieder durch die ihnen entsprechenden absoluten Beträge ersetzen. 

Wir sind somit im Stande zu vorgelegten Nullstellen, wenn sie 
nur die oben angegebenen Eigenschaften besitzen, dazu gehörende ganze 
transcendente Functionen zu bestimmen. Es ist klar, dass die Anzahl 
derselben eine unendlich grosse ist. In der That, ist G{x) eine Function 
der genannten Art, so sind es die Functionen: 

G(x).e^i(*), 

auch, wenn unter Gi(x) die allgemeinste ganze transcendente Function 
von X verstanden ist. Alle diese Functionen haben ja dieselben Null- 
punkte und lassen sich sämmtlich als ganze transcendente Functionen 
von X darstellen. Wir behaupten aber, dass hiermit umgekehrt auch 
alle Functionen der verlangten Art erschöpft sind. 

In der That seien G^{x) und G(x) zwei transcendente ganze 
Functionen, welche dieselben Nullpunkte besitzen. Der Quotient: 

Gix)' 

der mit G^(x) bezeichnet werde, ist dann eine Function von x, die für 
jeden endlichen Werth einen von Null verschiedenen endlichen Werth hat. 
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Es lässt sich deshalb 

1 dG,{x) 



G^(x) dx 
in eine beständig convergirende Potenzreihe: 

entwickeln. Setzt man daher: 

und nimmt die Constante c„ so an, dass 

GM - ^ 
ist, SO Wird: 

1 dQ^{x) ^ dG^{x) 

G^(x) dx dx 

oder: 

G,(x)^(fi^^'\ 
oder es giebt der Ausdruck: 

G(x)e^^<'^ 

alle ganzen transcendenten Functionen von x an, welche dieselben Null- 
stellen wie G(x) besitzen. 

Nun sei das Problem gestellt, alle diejenigen eindeutigen Functionen 
aufzustellen, die ausser einem wesentlichen singulären — und zwar 
nehmen wir der Einfachheit halber den Unendlichkeitspunkt an — noch 
beliebig viele ausserwesentliche singulare besitzen. Wir wollen die all- 
gemeinste gesuchte Function der genannten Art durch f(x) bezeichnen. 
Dann ist es nach dem soeben bewiesenen Satze möglich, ganze trans- 

cendente Functionen aufzustellen, welche dieselben Nullstellen wie -^tt-^ 

besitzen. Sei eine solche G{x)y dann folgt, dass das Product f(x)G(x) 
eine ganze transcendente Function sein muss. Bezeichnen wir dieselbe 
durch G^(x), so folgt: 

d. h. die gesuchte Function lässt sich als Quotient zweier ganzen trans- 
cendenten Functionen darstellen. Wir wollen Functionen dieser Art 
mit dem Namen der transcendenten gebrochenen Functionen 
bezeichnen. Mithin erhalten wir den 

LehrsatB: Die sämmtlichen eindeutigen Functionen, die 
den Unendlichkeitspunkt als einzigen wesentlichen sin- 
gulären Punkt besitzen, daneben aber noch beliebig viele 
ausserwesentliche singulare Punkte haben, lassen sich in der 
Form von transcendenten gebrochenen Functionen darstellen. 

Krause, Doppoltperiodisckc Fuuctioueu. I. 3 
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34 § 11- Productentwickelung d. ganzen transcend. Functionen im weiteren Sinne. 

Es braucht nicht näher ausgefiihrt zu werden, wie sich die Re- 
sultate modificiren, wenn an Stelle des ünendlichkeitspunktes ein 
anderer wesentlicher singulärer Punkt zu Grunde gelegt wird. 



§11. 

Frodaotentwiokelung der ganzen transoendenten Functionen 
im weiteren Sinne. Darstellung aller eindeutigen Functionen, 
welche zwei wesentliche singulare und beliebig viele ausser- 

wesentliohe singulare Funkte besitzen. 

Wir wollen nun die Betrachtungen, die wir im vorigen Paragraphen 
für die gewöhnlichen ganzen transcendenten Functionen angestellt haben, 
für die ganzen transcendenten Functionen im weiteren Sinne ver- 
allgemeinern. Da die Betrachtungen sehr analog denen des vorigen 
Paragraphen sind, so wollen wir uns aber hier im Wesentlichen auf 
Angabe der Resultate beschränken. - 

Wird eine ganze transcendente Function f{x) für einen Werth x^a 
der Null gleich, so fanden wir, sind die beiden Functionen: 

m .,„. m 



und 



1-^ 1-« 

a X 

Functionen derselben Art oder aber wir können in diesem Falle ent- 

X (Z 

weder den Factor 1 oder 1 absondern. Das Resultat bleibt 

a X 

oflFenbar richtig, wenn eine endliche Anzahl von Nullstellen vorgelegt 
sind, dagegen wird das Verfahren hinfällig, wenn die Zahl der Null- 
punkte unendlich gross wird. 

In diesem Falle treten die folgenden Betrachtungen ein. 

Wir können zunächst auch hier von einem fc-mal zu zählenden 
Werthe sprechen, für welchen die vorgelegte Function verschwindet. 
Ferner können dann die Werthe von x, für welche eine ganze Function 
im weiteren Sinne verschwindet, in einer doppelten Reihe angeordnet 
werden : 

^If ^2 7 • • • ^n > • • • 

SO zwar dass: Pi? P2^"- P«>- ■ 

1. in derselben jeder Werth so oft, als er zu zählen ist, vorkommt, 

2. für je zwei auf einander folgende Glieder der oberen Reihe: 

für je zwei auf einander folgende Glieder der zweiten Reihe: 
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' ßn+l\ <\ßn[ 

ist, 

3. im Falle die erste Reihe nicht abbricht: 

lim I a» • — QO , 

im Falle die zweite Reihe nicht abbricht: 

lim \ ßn\ '^b 
ist. "-'• 

Sei nun eine solche Reihe von Punkten a» und ß^ vorgelegt, dann 

können wir ein unendliches Product bilden: 

(-l)-(i) i^-ih-{^-' 

welches für alle endlichen Werthe von x, die von Null und den 
Grössen a„ und /3„ verschieden sind, unbedingt convergirt und sich als 
ganze transcendente Function im weiteren Sinne darstellen lässt. In 
demselben sind die Grössen g? ganze transcendente Functionen im 
weiteren Sinne, die in keinem von oder oo verschiedenen Punkte 
verschwinden. Alle anderen Functionen derselben Art, welche dieselben 
Nullpunkte besitzen, unterscheiden sich von der soeben definirten nur 
um Factoren, die in keinem von oder oo verschiedenen Punkte ver- 
schwinden. 

Wir wollen nun den Quotienten zweier ganzer transcendenter 
Functionen im weiteren Sinne mit dem Namen der transcendenten 
gebrochenen Functionen im weiteren Sinne bezeichnen, dann 
erhalten wir den 

Lehrsatz: Alle eindeutigen Functionen, welche den Null- 
und den ünendlichkeitspunkt als einzige wesentliche sin- 
gulare Punkte besitzen, daneben aber noch beliebig viele 
ausserwesentliche singulare, lassen sich als transcendente 
gebrochene Functionen im weiteren Sinne darstellen. 

Wenn an Stelle des Null- und des Unendlichkeitspunktes zwei 
andere wesentliche singulare Punkte treten, so ändern sich die Resultate 
so unwesentlich, dass wir von ihrer Aufstellung füglich absehen können. 
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Zweiter Abschnitt. 

Die Theorie der doppeltperiodisehen Functionen auf Grund 
der Theorie der gewöhnlichen Thetafunctionen. 



§12.0 

Definition der allgemeinen periodisolien Function. Linear 

periodieche Functionen. Zurückführung derselben auf* 

additiv und multiplicatoriscli periodisclie Functionen. 

In dem Vorangegangenen sind Gesichtspunkte aufgestellt worden, 
nach denen die allgemeinen eindeutigen Functionen eingetheilt werden 
können und zu gleicher Zeit ist die Möglichkeit der wirklichen Dar- 
stellung der einzelnen Functionen gegeben. Diese Gesichtspunkte sind 
aber zu grosse, um auf die Dauer befriedigen zu können. Die Zahl 
der Functionen mit einem wesentlichen Unstetigkeitspunkte z. B. ist zu 
mächtig, die Functionen selbst zu sehr von einander verschieden, als 
dass nicht noch andere Gesichtspunkte in die Untersuchung hinein- 
getragen werden müssten. 

Zu dem Behuf führen wir einen neuen Begriff ein. Es sei ^i(x) 
eine beliebige Function von x, dann wollen wir eine jede Function 
von X eine periodische nennen, wenn sie der Functionalgleichung 
Genüge leistet: 

1) /^[*.W] = /-(4 

Bezeichnen wir dann, wie es in der Algebra üblich ist, die durch 
Wiederholung des angegebenen Processes aus O-j (x) entstehenden Grössen 
durch ^•2(x)yd'^(x),,.d'n{x)..., femer die inversen Functionen durch: 

so ist: 

Die Gleichung: 

3) y-»,(x) 

nennen wir die zu f(x) gehörende Periodicitätsgleichung. 

Unter allen möglichen Fällen wird der einfachste Fall, der sich 
naturgemäss zuerst darbietet, der sein, dass d'^(x) sowohl als auch 
d'^i{x) eine eindeutige Function von x ist, und zwar wollen wir setzen: 

4) 2' = *>(^)-=^-M- 
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Wir nennen Functionen mit derartigen Periodicitätsgleichungen 
linear periodische Functionen und werden uns in der Folge auf 
die Betrachtung derselben beschränken. 

Man kann nun die Theorie der linear periodischen Functionen 
auf die Theorie gewisser anderer einfacher Functionen zurückführen. 

Dazu stellen wir die folgenden Betrachtungen an. 

Setzen wir: F(x) - f[<p,ix)], 

wobei f(x) die Periodicitätsgleichung 

besitzen soll, so haben wir — unter Fortlassung der Klammem — 

Fq>^,^,{x) » f\_^,{x)] - f(x) - Fip^,{x), 
' Fq>^id;(p^(x) -^^ F(x), 

Die letzte Gleichung ergiebt aber den 

Lehrsatz: Besitzt eine Function f(x) die Periodicitäts- 
gleichung y -= -9^1(0;), so besitzt die Function F(x), die aus 
ihr entstanden ist, indem an Stelle von x die Function q>i{x) 
gesetzt wird, die Periodicitätsgleichung: 

y ^ (p^id'i(Pi(x), 

Hierbei wollen wir der Einfachheit wegen unter (pi(x) wiederum 
eine lineare Function von x verstehen und zwar sei: 

, . ax + ß 

Dann hat nach dem soeben bewiesenen Satze die Function: 

5) F(x) - f[,p,ix)] 

die Periodic! tätsffleichunff: 

px Jx + B 

wenn gesetzt ist: 

A -= äaS + hyd — eaß — dßyy 

B- aßS + lS^-cß^-dßS, 

C=^ — aaY — 6y* + Ca* +day, 

D « — aßy — byd + caß + da 9. 

Die Grössen a, ß, y, S sind bisher keiner Beschränkung unterworfen 
worden. Wir wollen sie so bestimmen, dass 

wird. ^ = Ö 
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Dazu muss die Gleichung bestehen: 

Ca* + (d — a)ay — by^ — 0. 

a und y können nicht zu gleicher Zeit der Null gleich werden, weil 
sonst q>x(x) eine Constante würde, ebensowenig brauchen wir die 
Annahme zu berücksichtigen, dass y allein gleich Null sei, denn sonst 
müsste Ca*-« sein oder also c = 0, d. h. die ursprüngliche Periodicitäts- 
gleichung hätte schon die gewünschte^ Form. Unter solchen Umständen 
sind wir berechtigt durch y^ zu dividiren und erhalten die quadratische 

Gleichung mit der Unbekannten — : 

y 

Jedenfalls also sind wir stets im Stande, die Grössen cc, ß, y, ä 
in der genannten Weise zu bestimmen, und hieraus folgt dann ohne 
Weiteres, dass wir uns, ohne der Allgemeinheit des Problems Abbruch 
zu thun, auf diejenigen Functionen beschränken können, deren 
Periodicitätsgleichung lautet: 

y ^ ^lix) ^ px + n. 

Aber auch jetzt noch kann eine Reduction vorgenommen werden. 
In der That betrachten wir wieder wie vorhin an Stelle der gesuchten 
Function f(x) die Function: 

F(x) ^ f[q>,(x)], 

wobei 9i (x) '^ ax + ß gesetzt ist, so gehört zu ihr die Periodicitäts- 



gleichung: 



pax + pß — ß+ n 



a 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle. 

Ist die Grösse p verschieden von 1, so können und wollen wir ß 
so bestimmen, dass «ö — /34-n = 

wird. Dann nimmt die Periodicitätsgleichung die Form an: 

y-px. 

Im ausgeschlossenen Falle können wir a so bestimmen, dass die 
Periodicitätsgleichung etwa die Form hat: 

Somit finden wir zwei Normalformen: 

I. y^^^pXy p verschieden von 1, 

IL y ^ x + \. 

Die zu der ersten Gleichung gehörenden Functionen nennen wir 
multiplicatorisch periodische Functionen, die zu der zweiten 
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Gleichung gehörenden additiv periodische. Zu gleicher Zeit er- 
halten wir den 

Lehrsatz: Die Theorie der allgemeinen linear periodischen 
Functionen kann auf die Theorie der multiplicatorisch und 
additiv periodischen Functionen zurückgeführt werden. 
Sind die letzteren beide sämmtlich bestimmt, so findet man 
die allgemeinen, indem man an Stelle von x die Grösse: 

ax + ß 
yx -\- d 

substituirt, in welcher a, ß, y, ö ganz beliebige Werthe 
annehmen können. 

Wir wollen nun bei den multiplicatorisch periodischen Functionen 
den Fall näher ins Auge fassen, dass 

ist. Dann sind zwei Möglichkeiten vorhanden. Entweder p ist eine 
n*® Einheitswurzel, oder zweitens, dasselbe ist nicht der Fall. 

Der erste Fall ist leicht zu erledigen. In der That sei p eine 
n*® Einheitswurzel und zwar eine primitive, so folgt, dass alle ein- 
deutigen Functionen mit der Periodicitätsgleichung: 

die Form haben: 

f{x)^F{x-), 

wenn unter F{z) die allgemeinste eindeutige Function von z verstanden 
wird. Substituirt man nämlich in f{x) g =* a?**, setzt also x = ^Zy so ist 
vermöge der Periodicitätsgleichung: 

eine eindeutige Function von Zy da durch die verschiedenen Wurzel- 
werthe von ^z^ die sich nur um Potenzen von p von einander unter- 
scheiden, f(^) ungeändert bleibt. Ersetzen wir aber z durch a?", so 
ergiebt sich das angegebene Resultat. 

Unter solchen Umständen können wir davon absehen, dass p eine • 
w*® Einheitswurzel ist. 

Nehmen wir nun zweitens an, dass p keine n** Einheitswurzel ist, 
dagegen den absoluten Betrag 1 besitzt, so können wir setzen: 

p ■=■ cos2r% + isin2r7ty 

wobei r eine irrationale Grösse bedeutet. Bilden wir die einzelnen 
positiven und negativen Potenzen von p, so erhalten wir eine unendliche 
Anzahl von Punkten, die alle auf der Peripherie des Einheitskreises 
gelegen sind, für . welche die vorgelegte Function denselben Werth 
annehmen muss. Dabei können wir es dahin bringen, dass innerhalb 



40 § 13. Die einfachsten Eigenschaften der additiv periodischen Functionen. 

eines beliebig kleinen Peripheriestückes immer noch beliebig viele solche 
Punkte gelegen sein müssen. Derartige Functionen sind aber, wie aus 
den früheren Betrachtungen folgt, constante Grössen. Unter solchen 
Umständen können wir auch von diesem Falle absehen und uns darauf 
beschränken, dass der absolute Betrag von p kleiner als 1 ist. 

§ 13. 
Die einfachsten Eigenschaften der additiv periodischen Functionen. 

Es mögen nun die einfachsten Eigenschaften der additiv periodischen 
Functionen bestimmt werden. 

Lehrsatz: Jede additiv periodische Function besitzt den 
Unendlichkeitspunkt als wesentlichen singulären. 

In der That, nimmt eine eindeutige additiv periodische Function 
irgend einen Werth in einem endlichen Punkte a; an, so muss sie 
denselben Werth auch im Unendlichkeitspunkte annehmen, wie aus dem 
Begriff der additiven Periodicität unmittelbar folgt. Daraus folgt, dass 
der Werth der Function im Unendlichkeitspunkte unbestimmt ist, dass 
sie in demselben unendlich viele Werthe annehmen kann. Hieraus folgt 
aber wiederum, dass der Unendlichkeitspunkt kein regulärer sein kann, 
da in einem solchen die Function nur einen Werth annehmen kann. 
Ebensowenig kann er ein ausserwesentlicher singulärer sein, denn aus 
der Definition des letzteren folgt, dass der Werth der Function immer 
mehr wächst, je mehr man sich demselben nähert. Hieraus schliessen 
wir die Richtigkeit des aufgestellten Satzes. 

Femer folgt der 

Lehrsatz: Besitzt eine additiv periodische Function ausser 
dem Unendlichkeitspunkt noch einen anderen singulären 
Punkt, so besitzt sie deren unendlich viele. 

Der Beweis ist klar. Ist nämlich a? — a ein singulärer Punkt, so 
findet dasselbe für alle Punkte a -i- rn statt, wobei r alle ganzzahligen 
Werthe durchlaufen kann. 

Es ist nun nicht schwer, alle eindeutigen Functionen zu finden, 
die der Gleichung: f^x + w) — f(x) 

Oenüge leisten. In der That, setzt man: 



so ist: 






eine eindeutige Function von y, wie aus der Eigenschaft des Logarithmus 
immittelbar folgt, dass eine Umkreisung des Nullpunktes eine Aenderung 
um 2xi herbeiführt. 
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Aus ^ 

folgt umgekehrt: ^^. 

y - c"^'. 

Hieraus ergiebt sich der 

Lehrsatz: Die allgemeinste additiv periodische eindeutige 
Function von x wird erhalten, indem man in der allgemeinsten 
eindeutigen Function an Stelle des Argumentes die Grösse 

X 

e " setzt. 

§14. 

Darstellung und einfachste Eigenschaften der multiplioatorisch 

periodischen Functionen. 

Es sollen nun für die multiplicatorisch periodischen Functionen 
ahnliche Sätze wie für die additiv periodischen aufgestellt werden. 
Zunächst folgt der 

Lehrsatss: Eine jede multiplicatorisch periodische Func- 
tion hat den Null- und den Unendlichkeitspunkt als wesent- 
liche singulare Punkte. 

In der That, ist x == a ein beliebiger Punkt, in welchem die 
Function den Werth A annimmt, so nimmt sie denselben Werth auch 

in den Punkten ap, op*, . . . ap", . . . ~; -^; -•" an, wenn: 

y^px 

die Periodicitätsgleichung derselben ist. Wir erhalten zwei Reihen von 
Grössen. Die eine besitzt die Null als Grenze, während die Glieder 
der anderen über alle Grenzen wachsen. Dann können wir aber genau 
so wie im vorigen Paragraphen schliessen. Hierbei ist der absolute 
Betrag von p von 1 verschieden angenommen, wie es auch in der 
Folge geschehen soll, und femer ist, wie schon bemerkt, der absolute 
Betrag von p ein für alle Mal kleiner als 1 anzunehmen. 

Lehrsatz: Besitzt eine multiplicatorisch periodische 
Function ausser dem Null- und ünendlichkeitspunkt noch 
einen anderen singulären Punkt, so besitzt sie deren un- 
endlich viele. 

Auf den Beweis dieses Satzes braucht nicht näher eingegangen 
zu werden. 

Es fragt sich nun, wie sehen alle multiplicatorisch periodischen 
Functionen aus? 
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Da dieselben den Null- und den Unendlichkeitspunkt als wesent- 
liche singulare Punkte besitzen, so fragen wir zunächst, giebt es unter 
den verallgemeinerten ganzen transcendenten Functionen solche der ge- 
suchten Art oder nicht? Die Frage ist damit identisch: Können in 

dem Ausdruck: 

fix) -^ aQ+ a^x + a^a^ -\ a«a;" H 

X x' or 

die Coefficienten a« und a^n so bestimmt werden, dass die Reihen: 

%+a^x-\ a„iC"H 

fl—i z + a-_2 z^'\ a— « jef" H 

beständig convergent sind und überdies der Relation Genüge leisten: 

fivx) - f{x)'i 

Mit Hülfe der früher entwickelten Sätze folgt dann als hinreichende 
und nothwendige Bedingung die Existenz der Gleichungen: 

d. h. es müssen die sämmtlichen Coefficienten ausser a^ verschwänden. 
Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Die multiplicatorisch periodischen Functionen 
müssen ausser dem Null- und dem Unendlichkeitspunkte 
noch andere singulare Punkte besitzen. 

Diese singulären Punkte können wesentliche und ausserwesent- 
liche singulare sein. Den ersten Fall schliessen wir ein für alle Mal 
von der Betrachtung aus, denn es müssten Functionen der genannten 
Art unendlich viele wesentliche Singularitäten besitzen und in Folge 
dessen so complicirter Natur sein, dass ihre Bedeutung hinter der der 
anderen zurücktritt. 

Unter solchen Umständen haben wir alle unsere Functionen unter 
den transcendenten gebrochenen Functionen im weiteren Sinne zu suchen. 
Zu gleicher Zeit folgt, dass dieselben auch noch in anderen Punkten als 
dem Null- und dem Unendlichkeitspunkte Null werden müssen. Es 
folgt das daraus, dass die wesentlichen singulären Punkte einer Function 
f{x) zu gleicher Zeit auch wesentliche singulare Punkte der Function 

TT-T sind. 

Wir werden nun die Nullpunkte sowohl wie auch die Unendlichkeits- 
punkte in Gruppen zerlegen können, indem wir einer Gruppe alle die- 
jenigen Punkte zuordnen, die mit einander durch Periodicität verbunden 
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sind. Es seien a^, a^,... am die Nullpunkte, ij, 6^, . . . 6« die TJnendlich- 
keitspunkte, die mit einander nicht durch Periodicität verbunden sind, 
dann ist es möglich, dass m sowohl als auch n unendlich gross wird. 
Wir wollen diesen Fall auch ein für alle Mal von der Betrachtung 
ausschliessen, also annehmen, dass die Zahl der Nullpunkte sowohl, 
als auch die Zahl der Unendlichkeitspunkte, welche durch Periodicität 
nicht verbunden sind, eine endliche ist. Dabei rechnen wir einen 
i- fachen Punkt gleich Je einfachen. 
Setzen wir nun: 

1) €{p,x) « (1 + X) (1,+ px) . . . (I+P^'X) . . . 



0+f)-('+f) ■ 



so ist klar, dass wir eine jede multiplicatorisch periodische Function 
der definirten Art setzen können gleich: 

*(P'~a)*(P'~l^)'''(*''~^) 
2) f(x) = q>(x).af "' "" " 



(l>,-|)*(p,-|)-^(l',-j;) 



wenn wir unter g){x) eine Function verstehen, die ausser in den beiden 
Punkten und oo nicht gleich Null werden kann. 

Wir wollen nun zunächst annehmen, dass (p{x) gleich einer 
Constanten C sei. 

Aus der Definition von 6(pyX) folgt unmittelbar die Gleichung: 

e{p,px)^-£(j),x) 

und hieraus: rn+n n-m 

Da aber f(px) «= f(x) sein soll, so ist die letzte Gleichung nur 
möglich, wenn die beiden Bedingungen bestehen: 

I. m «= «, 

II ff ^1 . Og . . . am ^ j 

6, . &2 . . . 6» 

Weiter folgt) dass n von 1 verschieden sein muss. In der That, 
wäre es gleich 1, so würde aus der letzten Gleichung folgen: 

also 



Hieraus aber würde folgen, dass f(x) zu einer Constanten würde. 
£s ist dieser Fall also auszuschliessen. 
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Bei diesen Betrachtungen ist q)(x) gleich einer Constanten an- 
genommen worden. Wir nehmen jetzt den allgemeinen Fall d. h. wir 

wobei dann ist: 

'^C*) - ^- -7 ^N 7 ^• 

Diese Function ^(x) leistet dann jedenfalls der Gleichung Genüge: 

Da nun f(x) multiplicatorisch periodisch ist, so muss <p{x) der 
Gleichung Genüge leisten: 

Nun erfüllt aber: 
die Gleichung: 

wenn die Grössen «^,... a^. so gewählt sind, dass: 

1 
«1 «j . . . «* — — 

ist. ^ 

Mithin würde die Function: 

der Gleichung Genüge leisten: 

A(P^)-/1(^) 
oder also wir erhalten eine multiplicatorisch periodische Function, 
welche für kein von Null oder Unendlich verschiedenes x unendlich 
wird. Eine solche ist aber unmöglich. Wir kommen zu einem Wider- 
spruch, der nur so gelöst werden kann, dass <p(x) ^ C ist. Wir haben 
also, indem wir den ersten Fall behandelten, zu gleicher Zeit den all- 
gemeinen erledigt. 

Bei den letzten Betrachtungen ist die stillschweigende Voraus- 
setzung getroffen worden, dass k eine positive ganze Zahl sei. Es 
braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die beiden noch übrig 
bleibenden Fälle, dass k negativ oder Null ist, zu einem andern Re- 
sultate nicht führen können. 

Kehren wir nun zu den gefundenen Resultateh zurück, so ergab 
sich, dass m — n sein muss oder also dass die Function ebenso oft 
Null wie unendlich gross werden muss. Hieraus folgt, dass dieselbe 
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einen jeden Werth in der Ebene ebenso oft annehmen muss. In der That, 
sei A ein beliebiger Werth, dann ist f{x) — A wieder multiplicatoriseh 
periodisch und wird an ebenso vielen Stellen unendlich gross wie f{x\ 
also nach dem früheren an ebenso vielen Stellen der Null gleich. Damit 
ist das Verlangte bewiesen. Femer folgt, dass wenn c^jC^j,,.Cnn solche 
Werthe von x sind, die sich nicht um Perioden unterscheiden, für 
welche f{x) — A ist, die Relation bestehen muss: 

WO s eine ganze Zahl ist, die von der Wahl der Grössen c abhängt. 

Fassen wir die Resultate unserer Untersuchungen zusammen, so 
finden wir die folgenden Sätze: 

I. Es giebt keine eindeutige analytische Function f{x) mit 
zwei wesentlichen singulären Punkten, welche für kein 
von rc « und x^ co verschiedenes x Null oder unend- 
lich wird und multiplicatoriseh periodisch ist. 
U. Jede Function f{x) nimmt jeden Werth für die gleiche 
Anzahl verschiedener Punkte an, die nicht durch 
Periodicität mit einander verbunden sind. 

IIL Es giebt keine Function f{x)y welche, von der Periodi- 
cität abgesehen, jeden Werth nur einmal annimmt. 

IV. Bezeichnet p die multiplicatorische Periode von f{x) 
und sind a^, Og,... «„; jSj, jSj,... /J» zwei Reihen nicht durch 
Periodicität verbundener Punkte, für die f{x) zwei 
Werthe A und B annimmt, so ist: 

«1 . «2 • • • ^n *= i^i • i52 • • • /'« -JP*- 
In dieser Gleichung hängt die ganze Zahl s von der 
speciellen Wahl der Grössen a und ß ab. 
V. Zähler und Nenner von f(x) setzen sich aus einer gleichen 
Zahl von Factoren zusammen, die alle die Form: 

haben. ^ ^^ 

Jedenfalls folgt, dass wir als Primfunctionen unserer Functionen 
die Grössen s{jßyX) ansehen können. 

§15. 
Entwickelung der Frimfanotionen in unendliche Beihen. 

Wir wollen schon jetzt die gefundene Function in eine unendliche 
Reihe entwickeln. Dazu setzen wir: 



46 § 15. EntwickeluDg der Primfunciionen in unendliche Reihen. 

eine Bezeichnungsweise, die ein für alle Mal beibehalten werden soll; 
dann lautet die Primfunction: 

Die Umformung gestaltet sich etwas einfacher, wenn wir an Stelle 
von X uns qx geschrieben denken d. h. die Function in Betracht ziehen: 

2) e(q^,qx) = (1 + qx) (1 + q^x) . . . (1 + q^^-'x) . . . 

(/+f)(i+i')...(i+q=^)- 

Setzen wir nun zunächst: 

3) (Pix) - (1 + qx) (1 + q'x) ... (1 + ^"-'x) (l + |) . . . (l + «!^), 

SO ist klar, dass der Ansatz erlaubt ist: 

4) rp(x)=A, + A,{x+^)+A,{x* + ^^ + --A,(c,f + ^)- 

Nun folgt aber aus der Definition von q>(x) unmittelbar: 

fp(xq^) (xq + 2^") = q)(x) (1 + xq^""^^). 

Wendet man diese Formel auf Gleichung 4) an, so ergiebt sich 
durch Vergleichung der Coefficienten von xf^ links und rechts die Relation: 

Ak(l - 3««+") - Ak-i «"-^ (1 - 9^«-"+«) 
oder also wir erhalten die Beziehung: 

A^^A ^. a-g^')(i-g'"-')--(i-g'-"+^ ) 

* « • ^ '(1 - 3*"+') (1 - 9"""*"*) •••(!- 3*"+") 
Für den speciellen Fall Ä — n wird: 

A -A an^ a_:::^*'^)(i^«^"-"^)---a-3') . 

Nun lässt sich aber andrerseits An durch directe Ausführung der 
Multiplication in 3) herstellen und zwar wird: 

zt«-« q . 

Mithin erhalten wir für A^ den Werth: 

(i-g»»+»)(i -?'"■+*)... (i-g*-) 

• ""' (i"-3')(i-«*)--(i -?*-)" "■ 

Hiermit sind wir für endlichen Werthe von n am Ziel. Es handelt 
sich jetzt darum, den Grenzübergang vorzunehmen, wenn n über alle 
Grenzen wächst. Hierbei erinneirn wir an die Annahme, die den letzten 
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Betrachtungen zu Grunde gelegen hat, dass nämlich der absolute Betrag 
von p, also auch der von q kleiner als 1 ist. Unter dieser Annahme 
geht Aq in den reciproken Werth des convergenten unendlichen Productes 

über: [«»] - (1 - 9*) (1 - 3*) (1 - «')... 

d. h. es wird: -i 



nasoo 



Ganz analog erhalten wir: 



nsaoo 



Mit Hülfe weniger Schlüsse, auf welche kaum näher eingegangen 
zu werden braucht, folgt hieraus: 

So haben wir für das fundamentale Product eine unendliche Reihe 
gefunden und zwar gelten die Betrachtungen für alle endlichen Werthe 
von Xy mit Ausnahme von x ^ 0, und ftir alle Werthe von q, für 
welche der absolute Betrag kleiner als 1 ist. 

§ 16.*) 

Definition der jdoppeltperiodisohen Functionen erster Art mit Hülfe 

der mnltiplicatoriscli periodisoben Funotionen. 

Wir haben im Früheren alle diejenigen eindeutigen Functionen 
construirt, welche der Functionalgleichung Genüge leisten: 

1) fipx) - f(x). 

Wir können aus ihnen durch eine einfache Substitution Functionen 
herleiten, die scheinbar anderen Charakters als die bisher betrachteten 
sind. Dazu setzen wir: 

p « 3«, q^ e^»*^ X ^ e^"*". 

Jede Function f(x) der obigen Art geht dann in eine eindeutige 
Function von v über, die wir durch (p(v) bezeichnen wollen. Dieselbe 
leistet dann,' wie aus der Definition sofort folgt, der Relation Genüge: 

2) (p(v + l)^(p(v). 

Femer tritt an Stelle you px die Grösse (^^*'if\-^) d. h. die Function 
leistet der weiteren Gleichung Genüge: 

3) qp(t; + t) « (p{v). 

Wir haben also durch die genannte Substitution eine Function 
construirt, welche ungeändert bleibt, wenn man das Argument derselben 
um die beiden Grössen 1 und r vermehrt. Aus jeder multiplicatorisch 
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periodischen eindeutigen Function kann eine Function der zuletzt 
definirten Art hergeleitet werden. Nennen wir eine jede Grösse c, die 
der Functionalgleichung Genüge leistet: 

4) g>(v + c)^(p{v) 

eine Periode von q>(v)y so folgt, dass 1 und t Perioden von (p(v) sind. 
Befriedigt umgekehrt die eindeutige Function von v:(p{v) die 
Gleichungen: q,{v + 1) - tp{v), 

so können wir setzen: ' 

Nehmen wir an, dass (p{v) als Function von x betrachtet in f(x) 
übergeht, setzen wir also: 

so folgt sofort, dass f(x) eine eindeutige Function von x sein muss, 
da die verschiedenen Werthe des Logarithmus nur eine Aenderung des 
Argumentes um ganze Zahlen hervorbringen; es folgt aber ebenso 
einfach, dass die Gleichung stattfindet: 

f{px) - f(x). 

Damit haben wir das Resultat gefunden, dass die Theorie der 
multiplicatorisch periodischen Functionen auf die Theorie derjenigen 
Functionen zurückgefiihrt werden kann, welche bei einer Vermehrung 
des Argumentes um r und 1 ungeändert bleiben und umgekehrt. Frei- 
lich sind hierbei die folgenden Bemerkungen von Bedeutung. Erstens 
musste der absolute Betrag von p verschieden von 1 sein. Setzen wir daher: 

T =- a + bi, 

so muss b von Null verschieden sein. Zweitens war für eine Reihe 
von Betrachtungen, insbesondere für die analytischen Entwickelungen, 
die Annahme massgebend, dass p dem absoluten Betrage nach kleiner 
als 1 ist. Wir würden also auch nur diejenigen Functionen ins Auge 
zu fassen haben, bei denen r entsprechende Werthe besitzt d. h. b eine 
positive Grösse ist. Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass der 
letztere Umstand keine wesentliche Beschränkung mit sich bringt, da 
im entgegengesetzten Falle p — (r-init ^u setzen wäre. 

Jedenfalls müssen wir an der Annahme festhalten, dass 6 positiv 
ist, wenn wir die analytischen Darstellungen ohne Weiteres übertragen 
wollen. Zwischen den beiden Grössen 1 und r kann dann sicherlich 
keine Relation von der Form stattfinden: 
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m + WjT — 0, 

wobei m und Wj ganze Zahlen bedeuten. Nennen wir ganz allgemein 
zwei Grössen r und r,, zwischen denen keine ganzzahlige Relation: 

mt + WiTi« 

besteht, und die den Functionalgleichungen Genüge leisten: 

fp(v + t) - (p{v), tp{v + rO - ip(v), 

zwei von einander unabhängige Perioden der Function (p(v)y so können 
wir sagen, dass die Perioden 1 und r von einander unabhängig sein 
müssen. 

Die auf diesem Wege gefundenen Functionen stellen nun den In- 
begriff der doppelt- oder zweifachperiodischen Functionen 
einer Veränderlichen — und zwar, was nicht immer besonders her- 
vorgehoben werden soll, der eindeutigen — dar, wenn wir von der 
folgenden Definition Gebrauch machen: 

Eine doppelt- oder zweifachperiodische Function ist eine 
solche, welche zwei unabhängige Perioden t und Tj besitzt. 
Es folgt dann, dass die Grössen 

mt -f m,Ti 

auch Perioden sind, wenn m und Wj ganze Zahlen bedeuten. 

Den Beweis der aufgestellten Behauptung geben wir nun in 
folgender Weise. 

Erstens lässt sich nachweisen, dass das Yerhältniss der beiden 
Grössen r und r^ kein reelles sein kann. In der That, nehmen wir 
zuerst an, das Yerhältniss wäre ein rationales: 

r m 



9 



r, m, 

wobei m und m^ ganze Zahlen bedeuten, so würde zwischen r und r^ 
eine ganzzahlige lineare homogene Relation bestehen, was gegen die 
Annahme ist. Ist dagegen das Yerhältniss von r und r^ ein irrationales, 
so kann man den Quotienten in einen unendlichen Eettenbruch ent- 
wickeln. Bei bekannter Bezeichnungsweise ist dann: 

oder auch: 

wobei 6 kleiner als die Einheit ist. Hieraus folgt: 

Kraaae, Doppeltperiodiiche Functionen. I. 



r 


Jf, 


1 


N, 


r 


M„ 


■^i 


N, 
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Da nun Zähler und Nenner der Näherungswerthe eines Ketten- 
bruches mit wachsendem n ins Unendliche wachsen, so folgt hieraus, dass 

Nnt -- Mnti 

beliebig klein gemacht werden kann. Wir würden also zu Functionen 
kommen, die ungeändert bleiben, wenn man das Ai'gument um beliebig 
klein vorgelegte Grössen vermehrt. Derartige Functionen sollen aber 
von der Betrachtung ausgeschlossen werden. 

Zweitens aber folgt leicht, dass der Fall eines allgemeinen r und Tj 
unmittelbar darauf reducirt werden kann, dass rj = 1 ist. In der That, 
wir brauchen dazu nur an die Betrachtungen zu erinnern, die wir an- 
stellten, um die allgemeinen additiv periodischen Functionen auf die- 
jenigen zu reduciren, deren Periodicitätsgleichung lautet: 

y^x + 1. 

Daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar. Indem 
wir also die multiplicatorisch periodischen Functionen geschaffen haben, 
haben wir zu gleicher Zeit die doppeltperiodischen Functionen ge- 
schaffen und umgekehrt. Wir wollen die letzteren aus Gründen, die 
im Folgenden hervortreten werden, auch doppeltperiodische Func- 
tionen erster Art nennen. 

§ 17.^) 
Ueber dreifaohperiodisohe Ftinotionen. 

Wir haben im Vorigen Functionen construirt, die ungeändert 
bleiben, wenn man das Argument um zwei unabhängige Perioden 
T und Ti vermehrt. Dieselben bleiben dann auch ungeändert, wenn 
man das Argument um mt + m^ty^ vermehrt, wenn man unter m und m^ 
ganze Zahlen versteht. Es fragt sich, ob hiermit alle Perioden er- 
schöpft sind oder nicht. Die Frage kommt offenbar darauf hinaus: 
Giebt es Functionen, die ungeändert bleiben, wenn man das Argument 
um drei oder mehr von einander unabhängige Perioden vermehi-t, wobei 
der Begriff der Unabhängigkeit unmittelbar aus dem Vorigen folgt. 
Mit dieser Frage hat sich Jacobi beschäftigt. Er zeigt, dass es Func- 
tionen einer Veränderlichen mit mehr als zwei unabhängigen Perioden 
nicht geben kann, wenn man unendlich kleine Perioden ausschliesst. 

Es genügt, sich auf den Fall von drei unabhängigen Perioden zu 
beschränken. 

Wir nehmen nun an, es gäbe 'Functionen mit drei unabhängigen 
Perioden Tj, r^, tj, so darf zwischen diesen keine ganzzahlige lineare 
Relation von der Form bestehen: 
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Wir wollen nun setzen: 

so folgt, dass auch zwischen den Grössen A^, A^, A^ keine ganzzahlige, 
lineare Relation von der Form bestehen kann: 

v^Ai + i/g^g + v^A^ = 0. 

In der That, sei die Annahme falsch, es bestehe vielmehr die 
soeben hingeschriebene Relation. Sind dann: 

sechs beliebige ganze Zahlen, so bilden wir die Perioden: 



u + iv 



Ti Tg tj 




öi^aO» 




616,63 


VlVjl/j 


=- 


^1^2^ 


+ i 


VlVjl/j 


QiQiQi 




QiQiQz 




Pi^aPs 



Tj Tg tj 




«i^sttj 




61 6, 63 


1/,1/,V3 


= 


n«'2^3 


+ i 


Vi 1/31/3 


(^1^2 ^8 




tfi<yj,<fs 




<Tl(rg03 



Ui + ivi 



Diese beiden Perioden müssen unter Anwendung ähnlicher Schlüsse 
wie im vorigen Paragraphen einen imaginären Quotienten haben. Bildet 
man aber den Ausdruck: 

so ergiebt sich derselbe nach einigen leichten Rechnungen gleich: 



1/1V31/3 




i/^i/ji/j 


QiQtQs 




ai«2«s 


^i^i^z 




61 62 63 



also gleich Null. Das ist aber mit der soeben angegebenen Eigen- 
schaft der beiden Grössen u + iv und m, + iVi in Widerspruch. Dieser 
Widerspruch kann nur so gelöst werden, dass keine Relation von der 

möglich ist. Hieraus folgt, dass das Verhältniss je zweier der Grössen 
A^yA^yA^ keine rationale Zahl sein kann. Es wird somit das Ver- 
hältniss A^:A^ in einen unendlichen elementaren Kettenbruch ent- 

Hierbei findet genau wie früher die Be- 



wickelt werden können. 
Ziehung statt: 

oder: 



A^ 



n4% 



-M. 



< 



< 



1 



2V. 
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§ 17. Üeber dreifachperiodische Functionen. 



Da nun Zähler wie Nenner der Näherungsbrüche ins Unendliche 
wachsen^ so lassen sich zwei ganze Zahlen s^ und e^ derart bestimmen^ 
dass ^ 

dem absoluten Betrage nach kleiner gemacht werden kann, als eine be- 
liebig klein gegebene Zahl, und es ist die Menge dieser Zahlen a^ und £, 
unendlich gross. Bestimmt man nun zu jeder Combination von Cj und e^ 
eine dritte ganze Zahl s^ so, dass 

dem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich - ist, was stets und 

nur auf eine Weise möglich ist, so werden sich durch Multiplication 
der beiden letzten Gleichungen mit resp. Oj, o, und 6j, 63 und durch 
Addition derselben, wie leicht folgt, die Beziehungen ergeben: 

fti^i + fc^fig + fts^g« - (6g^ + &3^'), 

und es ist somit gezeigt, dass sich ganze Zahlen «1,^2; ^3 '^ beliebiger* 
Anzahl bestimmen lassen, welche den absoluten Betrag von: 

^1^1 + ^S^2 + ^8^8; 
*l*l+*8*2+*8«8 

nicht grösser als resp. den absoluten Betrag von J und ~ machen. 



Setzt man also: 




«1«1 + Ö2 


«2 + 


0,- 


Sj-«^ 


\y 




>lgt: 


«4 


A 


«8 


J 


h 


A 


h 


Gehen wir jetzt von dem Grössencomplex: 








«2; 


.Oj, 


«4, 







aus, so folgt leicht, dass keine linearen homogenen ganzzahligen 
Gleichungen von der Form: 

fh«2 + /'8«3+f*4Ö4"-0 

bestehen können. Es folgt das, wenn wir uns die Ausdrücke für a^, b^ 
eingesetzt denken. 

Es kann ferner keine lineare Relation von der Form bestehen: 

^l(«3^4 - ^4^8)+ ^2 («4^2 - ^^2^4) + ^t («2*4 - «8^ " ^' 
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Auch dieses folgt, wenn wir die Ausdrücke für a^ und b^ einsetzen. 
Es genügen also die Grossen: 

«2; «s? «4; h? hf h 
genau denselben Bedingungen wie die Grössen: 

Wir können daher unendlich viele ganze Zahlen i^j, ijj, % derart 
bestimmen, dass die Grössen a^,b^: 



«6=^2Ö2+%«5+^4«4; 



den Ungleichungen Genüge leisten: 



a. 



a. 



b. < 



K 



Nun folgen aber unmittelbar die Gleichungen: 

Es giebt also unendlich viele ganze Zahlen Su Sj? Ss? welche die 
Zahlen ae, bf,i ^ f-^i^f-^if»^ 

derart bestimmen, dass sie den Ungleichungen Genüge leisten: 



05 


^i 


«4 


<-\ 


flj 


1 
< 


<^\ 


h 


i\ 


h 



Geht man jetzt von den Zahlen: 

Ö27Ö87«5;*2J^8>*6 

aus und so fort, so findet man, dass es unendlich viele ganze Zahlen 
Pi,|)g,|?3 giebt, für welche: 

resp. kleiner oder gleich sind: 



2« 



«3 



1^ 

2» 



Diese Ausdrücke werden aber, wenn n immer mehr und mehr 
wächst, unendlich klein. Unter solchen Umständen würde sich also 
die Existenz unendlich kleiner Perioden ergeben. Von derartigen 



54 § 18. Die Haupteigenschaften der doppelfcperiodischen Functionen erster Art. 

Functionen sehen wir ab. Zu gleicher Zeit folgt, dass unsere doppelt- 
periodischen Functionen andere Perioden als die Grössen 

nicht besitzen können. 

§ 18.«) 
Die Haupteigenschaften der doppeltperiodischen Functionen 
erster Art. Einführung der 'd'i- Function. Haupteigenschaften 

derselben. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt, dass wir aus den 
Theoremen, die für die multiplicatorisch periodischen Functionen auf- 
gestellt worden sind, sofort entsprechende Theoreme für die doppelt- 
periodischen Functionen ableiten können. Zunächst folgt, dass alle in 
Betracht zu ziehenden doppeltperiodischen Functionen nur einen wesent- 
lichen singulären Punkt besitzen können, nämlich den Punkt a; — oo. 
Es folgt dieses Resultat aus der Substitution, die wir anwenden mussten, 
um aus den multiplicatorisch periodischen doppeltperiodische Functionen 
abzuleiten. 

Wir haben gesetzt: x ^ ^"^^ 

Bei dieser Substitution entspricht aber x ^ sowohl, als auch 
a? ■= 00 ein unendlicher Werth von r. 

Es sind demnach die von uns in Betracht zu ziehenden Functionen 
gebrochene transcendente Functionen und zwar im engeren Sinne. 

Femer folgen sofort die folgenden fundamentalen Sätze: 

I. Es giebt keine doppeltperiodische Function, welche im 

Endlichen nirgends Null oder unendlich gross wird. 
II. Jede doppeltperiodische Function nimmt, abgesehen 
von Vielfachen der Perioden, einen jeden Werth gleich 
oft an und zwar mindestens zweimal, 
ni. Wird eine doppeltperiodische Function, abgesehen von 
Vielfachen der Perioden, an den Punkten a^jög, ...a» 
Null, an den Punkten 61,62,... 6n unendlich (oder nimmt 
sie an diesen Punkten zwei andere Werthe an), so ist: 

«1 + «8 H «n — 61 + ^2 + •••*«+*» + ^i'^y 

wobei m und w^ ganze Zahlen bedeuten. 

Endlich lassen sich alle unsere Functionen aus gewissen elementaren 
Functionen zusammensetzen. 

In der ursprünglichen Form können wir hierfür die Functionen 



\ 
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Setzen wir nun: ^ ^ ^a/r^r ^ ^ ^tt 

wobei r der von uns angegebenen Bedingung Genüge leistet, so erhalten 
wir die Function: 

1- 

Es ist dieses Product für alle endlichen Werthe von v unbedingt 
convergent. 

Für dieses Product haben wir aber einen zweiten Ausdruck in der 
Form einer unendlichen Reihe gefunden, die wir, wie leicht folgt, in 
der neuen Bezeichnungsweise schreiben können: 

iP ' J 

Wir können an Stelle der diesen beiden Werthen entsprechenden 
Gleichung auch die folgende schreiben: 



OP 00 



1) 2qisin«v]J[(l - q''')JJ(,l - q*'^"") (1 - g«-^»«'") 



1 



- i^i- 1)»2(»+I)V»»+»)«'». 



OD 



Die linke Seite ist dann nicht mehr gleich der Elementarfunction, 
aus welcher wir alle doppeltperiodischen Functionen zusammengesetzt 
haben, sie unterscheidet sich von derselben aber so unwesentlich, dass 
wir sie fuglich als fundamentale unseren Betrachtungen zu Grunde 
legen können. Wir wollen dieselbe durch: 

bezeichnen, v ihr Argument, r ihren Modul nennen. Wo kein Zweifel 
über den Werth des letzteren vorhanden ist, werden wir die Function 
auch durch ^ / n 

bezeichnen. 

Dann folgt im Anschluss an die ersten Betrachtungen dieses 
Paragraphen: 

IV. Eine jede doppeltperiodische Function erster Art f(v) 
lässt sich in die Form bringen: 

^ ^ ^1 (v - b,) &, (t; - 6,) . . . ^;(t; - in)' 

wobei Wj eine ganze Zahl bedeutet und überdies die 
Beziehung stattfindet: 

ö^i + «2 H «n — 6i — &8 hn=-m + m^z. 
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Wir haben für die O-j- Function zwei analytische Darstellungen 
gefunden: ^ ^ 



L 

+ 00 



— OD 

Aus diesen folgen unmittelbar die beiden folgenden: 
2) ^^(t;) « 2qhin7cvJJ{l - q^'')JJ(l - 2q^^cos2%v + 2^") 



1 

oo 



- S^C- 1)"3(''+T)'5w(2n + l)7rt;. 





Die letzte Summe können wir auch schreiben: 

"^iW "* 2q^sinxv — 2g*sm3Ät; + 22^5tw53ct;... 
Wir wollen hieran noch eine fünfte Darstellung in der Form eines 
unendlichen Doppelproductes schliessen. 
Es ist: 

ap oo 



1 1 

OD oo 



- 23"^JJ(l--3«»)5inJrt;JJ(l-- 2e«''»»*cos2Ät; + e*"'«*) 



1 1 

00 oo 



2g4 J7(l-g*»)sm3rt;jfYe2**»^(e-«''»«*-- 2(:(>s23cv + e«'''»^) 



1 1 

oo 00 



« 2q^4:J^(l-q^n^sinitv][Je^''^'''(2cos2xnt - 2co52Ät;). 

1 1 

Hieraus folgt: 



( — ,^-) 



oo oo 



o -1 TT/1 »«\$ • TT8»n(v + m)«.sin(nt -v)n 
2qq l (1- 2«-)»sm«t;J[ / — ^ 7^^. 



1 



(sinnxry 



o -rTT/1 ««\s • TTsin(v + nz)yt 

Erwägen wir nun, dass die Productentwickelung stattfindet: 

sinjtx = x{l - Y$) (l - J) (l - lä) • ••' 
so folgt die weitere Darstellung: 
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1 -^co — CO ' 

wobei die Combination m — w — auszuschliessen ist. Dieses Doppel- 
product, welches in unserm Ausdrucke vorkommt, dessen Convergenz 
unmittelbar hervorgeht^ ist . derart auszufahren^ dass zuerst nach m 
von — |[i bis + ^ (|i* = 00 ), dann nach n von — i/ bis + v (v — oo ) 
multiplicirt wird. Dasselbe ändert seinen Werth bei Anordnung der 
Factoren. Mit derartigen Producten hat sich in ausführlicher Weise 
Eisenstein beschäftigt. 

Die Haupteigenschaften der O"!- Function folgen unmittelbar aus 
den bisherigen Betrachtungen. 

I. Die d^-Function ist eine ungerade, ganze transcendente 

Function ihres Argumentes, welche als Nullstellen die 

Werthe: 

v — m + w^r 

besitzt. 
II. Dieselbe leistet den Gleichungen Genüge: 

Die erste Gleichung ist unmittelbar klar, die zweite folgt am ein- 
fachsten, wenn wir von der Definitionsgleichung ausgehen: 

-f-oo 

— 00 

Setzen wir in dieser Gleichung rechts an Stelle von n: n+1, so 
wird dieselbe: 

+ 00 



— oo 



Damit ist das Verlangte bewiesen. 

§ 19. 

Die doppeltperiodisohen Functionen zweiter Art. Darstellong 

und Haupteigenciohaften derselben. 

Wir haben gezeigt, wie man mit Hülfe der -^j- Function doppelt- 
periodische Functionen erster Art schaffen kann. Lassen wir die Be- 
dingung fallen, die zwischen den Grössen a und b bestand, so kommen 
wir zu Functionen, die bei der Vermehrung des Argumentes um t in 
sich selbst multiplicirt mit einer Constanten übergehen. 

Wir wollen nun allgemein eine jede Function, die bei der Ver- 
mehrung ihres Arguments um zwei unabhängige Constanten in sich 
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selbst multiplicirt mit je einer Constanten übergeht, eine doppelt- 
periodische Function zweiter Art nennen. Die zuerst definirten 
Constanten nennen wir die Perioden derselben. 

Ohne Weiteres können wir dann annehmen, dass eine der beiden 
Grössen, um welche das Argument vermehrt gedacht wird, der Einheit 
gleich sei. Wir werden daher annehmen können, dass die allgemeinen 
doppeltperiodischen Functionen zweiter Art den Gleichungen Genüge 
leisten : 

1) f{v + 1) - af{v), 

2) f{v + t) - a,f{v), 

wobei a und a^ fest vorgelegte Grössen bedeuten. Wir können nun, 
ohne der Allgemeinheit der Untersuchung Abbruch zu thun, annehmen, 
dass eine der beiden Grössen a und a,, z. B. die Grösse a, der Einheit 
gleich sei. 

In der That, betrachten wir dazu die Function: 

F{v)~f{v).^% 

WO X eine Constante ist, so leistet diese den Gleichungen Gentige: 

F(v + z) '^ a^\ a^ , F(v). 

Nun kann aber A immer so bestimmt werden, dass der Gleichung 
Genüge geleistet wird: ^ 

Dann sind fiir F(v) die genannten Bedingungen erfüllt. Kennen 
wir aber die Darstellung und die Eigenschaften von F(v), so kennen 
wir auch die von /"(v), so dass das Verlangte bewiesen ist. Wir können 
also den folgenden Betrachtungen die beiden Gleichungen zu Grunde legen: 

3) f(v + 1) - ^(t;), 

4) ^(t; + r) - e^fiv), 

wenn wir die noch übrig bleibende Constante in der Form e^ schreiben, 
wobei A von der vorhin mit X bezeichneten Grösse verschieden ist. 

Es ist nun nicht schwer, specielle Functionen zu finden, welche 
diesen beiden Gleichungen Genüge leisten. 

In der That, wir wollen setzen: 

so leistet ^(t;) den Gleichungen Genüge: 

(p(V + l)^(p(v)y 

ip{v + r) -=» c^''*(^'^ — Ol—*' *»)^(t?). 
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Setzen wir also: 

2%i{a^ H a,, — 6, 6^) = A, 

so leistet <p{v) den beiden vorgelegten Bedingungsgleiehungen Genüge. 
Haben wir aber eine Function gefunden, die den aufgestellten 
Bedingungsgleichungen Genüge leistet, so haben wir alle gefunden, denn 
der Quotient der gesuchten allgemeinen Function und der speciell con- 
struirten ist eine doppeltperiodische Function erster Art, wie wir sie 
im Vorigen genauer untersucht haben. Dann folgt aber weiter, dass 
die Sätze, die für die Functionen erster Art gefunden sind, wenigstens 
theilweise ohne Schwierigkeit auf die Functionen zweiter Art über- 
tragen werden können. Wir erhalten die Sätze: 

I. Es giebt keine doppeltperiodische Function zweiter 
Art, welche im Endlichen nicht Null oder unendlich 
wird. 
II. Jede doppeltperiodische Function zweiter Art wird, 
von Vielfachen von Perioden abgesehen, gleich oft 
Null und unendlich. 
in. Eine jede doppeltperiodische Function zweiter Art lässt 
sich in die Form bringen: 

'W-^ ^,(t;-6,)...^,(t;-fc,y 

wobei zwischen den Grössen a und 6 die Relationen 
bestehen: 

2ici{a^ H a^ ^ 27ci(bi H bn+ m + m^r) + L 

In der letzten Gleichung sind in und tn^ ganze Zahlen, während A 
eine beliebige Grösse bedeutet. 

§ 20. 
Die doppeltperiodisohen Fanotionen dritter Art. Darstellung 

und Hanpteigensoliaften derselben. 

Wir wollen den Begriff der doppeltperiodischen Functionen noch 
mehr verallgemeinern. Unter einer doppeltperiodischen Function 
dritter Art soll von jetzt an eine jede Function verstanden werden, 
die den Gleichungen Genüge leistet: 

1) /-(t^ + rJ-e-'+^Z-Ct;), 

2) /*(t; + T)«c«'^+*' /•(!;). 

Die Grössen t und r^ nennen wir auch jetzt die Perioden der 
Function und nehmen an, dass sie von einander unabhängig seien. 
Dann folgt sofort, dass wir auch hier berechtigt sind, eine der beiden 
Grössen r und r,, z. B. r^ der Einheit gleich anzunehmen, sodass wir 
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als Bedingungsgleichungen der allgemeinen doppeltperiodischen Func- 
tionen dritter Art die folgenden zu Grunde legen können: 

4) /•(!; + T)«c^«*'+*'/'(t;). 

Es ist zunächst klar^ dass die beiden Grössen a und a^ nicht vöUig 
willkürlich sein können, sondern die Gleichung erfüllen müssen: 

a^^ ar + 2fi7ci (fi eine ganze Zahl). 

Es folgt dieses, wenn wir die beiden Ausdrücke bilden f(v + 1 + ^) 
und f(v + 1^ + 1) und diese einander gleich setzen. Führen wir femer 
an Stelle der Function /*(t?) die Function jP(i;) durch die Gleichung ein: 

SO genügt diese den einfacheren Bedingungsgleichungen: 

5) F(v + 1) - F(v), • 

6) F(v + t) - 62^^<''+^jP(t;). 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass wir auch andere Formen 
hätten zu Grunde legen können, z. B. eine solche, bei welcher die 
Gleichung besteht: jP(t; + 1) - ~ F{v) 

an Stelle der vorhin betrachteten: 

F(v + l)'^F(v) U.S. f. 

Wir wollen zunächst uns aber auf die obigen Gleichungen be- 
schränken. In ihnen ist ft eine ganze Zahl, ferner: 

Diese letzte Form zeigt, dass die Functionen dritter Art die 
Functionen erster und zweiter Art als specielle Fälle in sich enthalten. 
Ist ft — 0, so haben wir den Fall der Functionen zweiter Art vor uns, 
ist auch A = 0, den der gewöhnlichen doppeltperiodischen. 

Es ist nun nicht schwer, eine specielle Function zu finden, welche 
den aufgestellten Bedingungsgleichungen Genüge leistet. In der That, 
bilden wir den Ausdruck: 

so leistet derselbe den Gleichungen Genüge: 

q>(v + 1) - (p(v), 
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Setzen wir also: 



2«i(2;a,-2:6*+|)-A, 



so leistet (p(v) genau den obigen Bedingungsgleichungen Genüge. 

Damit haben wir aber wieder das allgemeine Problem gelöst, 
denn der Quotient der gesuchten allgemeinen und der speciellen ge- 
fundenen Function ist eine doppeltperiodische Fimction erster Art, wie 
bekannt. Wir finden somit die Resultate; 

I. Das Problem, alle doppeltperiodischen Functionen dritter 
Art zu finden, kann auf das Problem reducirt werden, 
alle Functionen zu finden, die den beiden Gleichungen 
Genüge leisten: /(^ + i) « /-(t;), 

f(v + r) - e«A*^««'+Y(t;), 

wobei II eine ganze Zahl ist und zwar gleich der Differenz 
der ünendlichkeitspunkte und der Nullpunkte. 
IL Eine jede Function dritter Art, welche den vorhin auf- 
gestellten Bedingungsgleichungen Genüge leistet und 
welche die Nullstellen «j, flg?-- ^« ^^^ ^^^ Unendlichkeits- 
stellen Jj, 6g,. .. 6^4.^ besitzt, lässt sich in der Form dar- 
stellen: ^Jv^a,),,,^Jv-an) 

^W »,(V - b,) . . . »,(V - bn+,)' 

wobei dann die Beziehung bestehen muss: 






2 ' ■ 2n;i 

§21.'0 
Definition der Thetafanotionen n^ Ordnung. Hermite'solies 

Transformationsprincip. 

Nachdem die Gesammtheit aller doppeltperiodischen Functionen 
dargestellt worden ist, wollen wir an eine specielle Theorie herangehen, 
indem wir zunächst specielle Kategorien herausgreifen. Die zunächst 
liegenden werden diejenigen sein, welche ganze transcendente Functionen 
sind. Wir haben dieselben unter den Functionen dritter Art zu suchen. 
Zunächst ist die Function &i(v) mit sammt ihren positiven Potenzen 
eine Function der genannten Art. Es genügt nämlich d'^*^(y) den 
Gleichungen: ^^»(^ + !) = (- 1)» ^r(^), 

und ist daneben eine ganze transcendente Function. Wir wollen nun 
von jetzt an eine jede ganze transcendente Function f(v), welche den 
Gleichungen Genüge leistet: 
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f{v + !)-(- \yf{v\ 

f(v + t) = (- l)Äe-^'«(2^+^)/"(t;), 

wobei n eine ganze positive Zahl bedeutet, eine Thetafunetion n*®' 
Ordnung nennen. Wir wollen femer den Zahlencomplex (jr, h) die 
Charakteristik der Thetafunetion nennen. Es giebt dann vier wesent- 
lich verschiedene Charakteristiken, nämlicTi (0,0^, (0,1), (1,0), (1,1), 
von denen wir die drei ersten gerade, die letzte ungerade nennen 
wollen. Zunächst folgt dann aus unseren Sätzen, dass eine jede solche 
Function, von Vielfachen von Perioden abgesehen, n Nullpunkte besitzt, 
zwischen denen eine Relation besteht. 

Die Theorie dieser Functionen nuu kann auf den folgenden Satz 
basirt werden, welcher von Her mite herrührt. 

Lehrsatz: Es giebt nur n linear von einander unabhängige 
Thetafunctionen w*®' Ordnung, die denselben Bedingungs- 
gleichungen Genüge leisten oder auch zwischen n + 1 
Thetafunctionen n*" Ordnung, die denselben Bedingungs- 
gleichungen Genüge leisten, muss mindestens eine lineare 
Relation bestehen. 

Den Beweis dieses fundamentalen Satzes geben wir nur für eine 
Charakteristik, nämlich die Charakteristik (0,0). 

Eine jede ganze transcendente Function, die sich nicht ändert, 
wenn wir das Argument v um die Einheit vermehren, kann sicherlich 
in die Form gebracht werden: 

1) /(«)=2'idr.e«'«''. 

— 00 

Wir wollen setzen: jtir^t 

so sind dann die Grössen Cr auch ihrerseits wie die Grössen Ar Cou- 
stanten. Es folgt dann: 

f{v) ^Xi ^ ^r • e « . e ^'''^. 

00 

Nun leistet f{y) aber nach Annahme der weiteren Bedingungs- 

ffleichunor Genüge: 

f{v,+ r) = e-»««(2r+t)^(^)^ 

also folgt: 

y>. ^ Mni{v-\-t) ^— i»Äi(2r+T) ^^ ^ Jrniv 

2jCr>e n .e ^ • '« e 2^Cr>€ n .ß , 

oder es wird: 
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Auf der rechten Seite setzen wir an Stelle von r + n:r, dann ist 
die Summation auch jetzt von — cc bis + oo zu nehmen und wir er- 
halten die Gleichung: 

. ^ ftir*t 

Hieraus folgt durch Vergleichung der Coefficienten der einzehien 
Potenzen von e^ ''••'; dass die Relationen stattfinden müssen: 

Cf ^ Cr — A 

oder also der Reihe nach: 



Cn- 


Co, 


Cn+l"^ 


Cl, 


C«+2 = 


e*, 


• • • • 


Cr 

• • 



Jedenfalls folgt also^ dass höchstens n der Grössen c willkürlich 
sein können, etwa die Grössen Co,...Cn— i, und dass wir eine jede 
Thetafunction n*®' Ordnung mit der Charakteristik (0,0) in die Form 
bringen können: 

2) f(v) — Co • ^0 + ^1 • -^1 + • • • ^-1 • ^n-l, 

wobei die Grössen A^, . . . An—i n eindeutig bestimmte ganze transcendente 
Functionen bedeuten, während die Grössen Cq, c,,... c^—i willkürliche 
Constanten sind. Dabei haben die Grössen A die Werthe: 



^ ^ 2Jß''Hrn + m)^ —+%{rn-\'m)7tiv 



Daraus können wir aber die Richtigkeit unserer Behauptung un- 
mittelbar erweisen. In der That, seien n + 1 Thetafunctionen mit der 
nämlichen Charakteristik (0, 0) vorgelegt, so lassen sich dieselben sämmt- 
lieh linear durch die n Grössen Aq^ A^.,. An—i ausdrücken, also muss 
zwischen ihnen mindestens eine lineare Relation bestehen. Damit ist der 
Hermite'sche Fundamentalsatz für die Charakteristik (0,0) bewiesen. 
Genau so einfach kann er für die übrigen Charakteristiken bewiesen 
werden, genau so einfach würde aber auch der folgende allgemeine 
Lehrsatz bewiesen werden können. 

Lehrsatz: Es giebt höchstens n von einander linear un- 
abhängige ganze transcendente doppeltperiodische Func- 
tionen dritter Art, die denselben Bedingungsgleichungen 
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Genüge leisten und an n und nur n Punkten der Null gleich 
werden, oder auch zwischen je w + 1 Functionen der ge- 
nannten Art muss mindestens eine lineare Relation be- 
stehen. 

§ 22. 

Die Thetafanctionen erster Ordnung. Darstellung und einfaohste 

Bessiehungen zwischen denselben. 

Besonders einfach gestalten sich die Untersuchungen des vorigen 
Paragraphen im Falle der Thetafunctionen erster Ordnung. In demselben 
folgt, dass es vier und nur vier Thetafunctionen giebt, die bis auf 
eine Constante eindeutig bestimmt sind. Ihren Werth können wir aus 
den Betrachtungen des vorigen Paragraphen unmittelbar hinschreiben. 
Wir wollen ganz allgemein setzen: 



■x> 



oder indem wir specialisiren: 

+ C0 



2) ^ooW-'2"3"'-^'''"'^ 



3) «•oi(«)-2'"(-i)'a"-c*'"»% 

00 

+» 

— 00 

• +00 

— oo 

Dabei können wir dann die charakteristischen Gleichungen durch 
die einzige Formel darstellen: 

Die Function ^ii(v) ist dann mit der Ausgangsfunction d-i(v) 
identisch. Man schreibt die definirten Functionen in denjenigen Fällen, 
in denen der Werth des Parameters t hervorgehoben werden soll, auch: 

^9h(v, r), 

endlich bezeichnet man die vier eingeführten Functionen häufig in 
einfacherer Weise durch: 

oder auch: 
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• 

Von den vier Thetafuncttonen sind diejenigen, welche gerade 
Charakteristiken besitzen, gerade Functionen, '^ii(t;) dagegen, welches 
eine ungerade Charakteristik besitzt, eine ungerade Function. 

Alle übrigen Thetafunctionen erster Ordnung können sich von 
den soeben entwickelten nur um eine Constante unterscheiden. Diese 
Constante wird im Allgemeinen von r abhängen. Dieser Umstand 
fällt fort, wenn wir eine weitere Bedingungsgleichung hinzunehmen, 
welcher die vier Thetafunctionen erster Ordnung Genüge leisten, nämlich 
die Differentialgleichung: 

^ dv^ dt 

Die Richtigkeit der Behauptung folgt durch directes Differenziren, 
indem wir bemerken, dass gliedweise differenzirt werden kann, da 
unsere Reihen die Bedingungen erfüllen, die hierzu nothwendig sind. 

Nehmen wir diese Bemerkungen hinzu, so folgt der weitere 

Lehrsata: Alle Thetafunctionen erster Ordnung, welche 
überdies der aufgestellten partiellen Differentialgleichung 
Genüge leisten, können sich von einer der vier aufgestellten 
Thetafunctionen ^gh(v) nur um eine rein numerische Con- 
stante unterscheiden. 

Wir geben den Beweis für die Charakteristik (0,0). 

Eine jede Thetafunction erster Ordnung mit der Charakteristik (0, 0) 
hat dann die Form: ^, . ^ / n 

wobei die Grösse c sehr wohl von r abhängen kann. Nun soll aber 
die Gleichumr gelten: 

^ , dv» *"* dt 

oder also: 

oder also vermöge der Differentialgleichung, welche wir für die Func- 
tion '^ooC*') gefunden haben: , 

— -0. 
dt 

Damit ist der Beweis geliefert. 

Zwischen den vier soeben eingeführten Thetafunctionen bestehen 
Beziehungen einfachster Natur. Es zeigt sich nämlich, dass die Func- 
tionen abgesehen von Exponentialfactoren in einander übergehen, wenn 
wir das Argument v um halbe Perioden vermehren. In der That, zu- 
nächst folgt unmittelbar aus den Definitionsgleichungen: 

Krause, Doppeltperiodlsche Functionen. I. 5 
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^iC») -*»(»- 2)' 

ferner aber ergiebt sich ganz analog wie seinerzeit bei der Vermehrung 
von V und t die Formel: 

Durch Combination dieser drei Formeln ergiebt sich das Resultat, 
dass eine jede der vier Thetafunctionen aus einer jeden andern, von 
einem Exponentialfactor abgesehen, durch Vermehnmg des Argumentes 
um halbe Perioden hergeleitet werden kann. Die Formeln gestalten 
sich allgemeiner, wenn wir die Formeln für die Vermehrung des 
Argumentes um ganzzahlige Multipla der Perioden hinzunehmen. Es 
ergeben sich dann Resultate, die wir in der folgenden Tabelle zu- 
sammenfassen können: 



Vermehrung 


*o 


»i 


^ 


*» 


Exponentialgrösse 


m + m 


(- l)'*o 


( !)'»+».«•, 


(-1)"'.*, 


»2 




1 j 


*s 


(-!)■"+ i.d, 


m + (n+l)t 


i-iy.i.». 


(-l)"'+".t.*o 


« 


.er(»+|)[*''+(»+|)']'" 


•"-i+l^+ä)^ 


*. 


i-iy.i.», 



Auf Grund dieser Tabelle ist es dann leicht, die Nullpunkte der 
einzelnen Functionen anzugeben. Dieselben lauten 



für ^q{v): v^m + 



2w + l 



2-""' 



„ d-^{o): V ^ m + nxy 

^ . . 2m + l . 2n + l 
„ ^»(t;): t; ^ + — g— r. 

Femer ist es auf Gnind dieser Untersuchungen nicht schwer, für 
die vier Thetafunctionen noch andere analytische Darstellungen an- 
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zugeben. Zunächst folgt aus den urspninglichen Definitionsgleichungen 
unmittelbar, dass wir die vier Thetafunctionen in der Form von Cosinus- 
resp. Sinusreihen darstellen können. Dieselben lauten, wie kaum aus- 
einandergesetzt zu werden braucht: 



8) ^3(1?) - 1 + 2^^" «"'• cos2n%v, 

1 

oe 

9) »^{v) = 1 + 2^» (- 1)''2"*. cos2nnv, 

1 

10) »i{v) - 22^' q^'^'^^y cos{2n + l)nv, 



1 1) ^, (y) = 2^" (- 1)' a^""*" ^^*sw (2n + 1) nv. 



Für die Nullwerthe der Argumente ergeben sich hieraus die Formeln : 

12) 0', = l + 23 + 23*+22»+--23»'+--, 

13) *o=l-23 + 23*-22»+--(-l)"22»'+---' 

1 9 25 / 2n4-l \^ 

14) ^^^2qt-\-2q^-\-2cL^ + ^.^2(^T') +..., 
wobei wir gesetzt haben: 

%'a^^a{0,t), a-3,0, 2. 

Ausser diesen Darstellungen können noch Productentwickelungen 
gegeben werden. In der That, wir fanden für d'^{v) die Darstellung: 

15) ^,(t;) - 2iisinitvn{\ - 22«)77(1 - ^«»e«''«') (1 - g^n^-j^nr)^ 

Durch die angegebene Vermehrung von v um Vielfache halber 
Perioden können hieraus die entsprechenden Formeln für die drei 
anderen Thetafunctionen unmittelbar entwickelt werden. Wir erhalten 
die Darstellungen: 

16) ^^(t;) «= 2q~^cos7CvIl{\ - 3«*)77(1 + g^^e^^'O (1 + j^^c-«^«»'), 

17) ^,(t;) = 77(1 - g2»)77(l - g«n-lg2;ri>) (J _ ^2«-! ^-2;r,>)^ 

18) 6-3(1?) « 77(1 - 93») 77(1 + g2»-le2;r.>) (1 + g2n-lg-2;rir). 

Aus diesen Formeln ergeben sich unmittelbar die folgenden: 

19) ^^{v) « 2qi''sin%vn{l - q^'')n(\ - 2q^''cos2nv + 9*«), 

20) '^■^(v) - 2g'i"cöS3rt;77(l - 8»'')77(l + 2q^^cos27tv + q*"), 

21) ^oW -=^(1 ~ 8^")/7(l - 22««-icos2Är + e*«-*), 

22) '^8(y) « 77(1 - 2*") /^(l + 2q^''-^cos27CV + 9*«-«). 
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Unter Einführung von Functionen, die sich in neuester Zeit für 
die Theorie der elliptischen Transcendenten von Bedeutung gezeigt 
haben, erhalten wir für die NuUwerthe der Argumente die Beziehungen: 

23) ö',-i?(t)/'(r)«, 

24) »o-v{r)f,(xy, 

25) »,-ri(y)f*(ry, 

wobei die neuen Functionen auf den rechten Seiten unserer Gleichungen 
folgendermassen definirt sind: 

2G) jj(t) = 212/7(1-3«"), 

27) /"W- 3-^77(1 + 2*—!), 

28) /iW-?~**J?(l-2*-0, 

29) ^,(r) - 1/2« ii 77(1 + ««•). 

Endlich fanden wir für &i{v) eine Entwickelung in der Form 
eines unendlichen Doppelproductes und zwar: 

30) ^.(t;) = »o».»>^vp[ JJ {l - j^) 

für v = 00 und fi — oo, wobei der Fall n — 0, w = auszuschliessen 
und das Product in bestimmter Weise zu nehmen- ist. 
Ganz analog ergeben sich die Formeln: 

31) »,(v) ^ »,f[ JJ ll [- 



32) ^oW-=^ofJJ7|l- 

33) »,(v) - d. j-7 JFT 1 1 i— ^ 




—'-''-\ ♦« + -2- + (« + -2-) 



In Bezug auf die Ausführung dieser Producte gelten dami ähnliche 
Bemerkungen, wie bei dem Doppelproduct für d'^(v), 

§ 23.8) 
Die linearen Belationen awisohen den Quadraten der vier 

eingeführten Thetafonotionen. 

Das Quadrat einer jeden der im vorigen Paragraphen eingeführten 
Thetafunctionen erster Ordnung ist, wie man sich unmittelbar über- 
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zeugt, eine Thetafunction zweiter Ordnung mit der Charakteristik (0,0). 
In Folge dessen müssen zwischen je dreien derselben lineare Relationen 
stattfinden. Es ist nicht schwer, dieselben wirklich aufzustellen. In der 
That, jedenfalls muss eine Relation von der Form bestehen: 

Die drei Constanten resp. deren Verhältnisse bestimmen wir, indem 
wir V specielle Werthe beilegen. Setzen wir zunächst v •= ^ und be- 
nutzen die im vorigen Paragraphen aufgestellte Substitutionstabelle, 

Setzen wir zweitens v = — , so folgt: 

Setzen wir die aus den beiden letzten Gleichungen bestimmten 
Werthe der Constanten in die erste Gleichung ein, so nimmt dieselbe 
die Form an: 

1) V- V(») - K' V(«) + V- «•»*(«)• 

Setzen wir in dieser Gleichung v «= 0, so ergiebt sich die wichtige 
Relation, von welcher wir häufig Gebrauch machen werden: 

2) V«V+V. 

Wir können hieraus die weitere Constantenrelation ableiten: 

Die drei anderen linearen Relationen zwischen den Quadraten von 
je drei Thetafunctionen können entweder genau so wie die soeben auf- 
gestellte direct entwickelt oder aber aus der schon gefundenen durch 
Vermehrung von v um halbe Perioden abgeleitet werden. Es ergeben 
sich dann die Formeln: 

5) V. ^,«(t;) « - V- VW + ^2'. VW, 

6) V- ^2' W V- '^1' W + V- V W- 

Jedenfalls folgt also, dass wir die Quadrate aller vier Theta- 
functionen linear durch die Quadrate von zwei beliebig gewählten 
derselben darstellen können. Wählen wir hierzu die Functionen ^^iy) 
und ^x{y)y so ergeben sich die Resultate, die wir aus den früheren 
unmittelbar hinschreiben können: 
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§24. 

Das Additionstheorem der Thetafanctionen. Specielle Form. 

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass das Quadrat 
einer jeden der vier Thetafunctionen eine Thetafunction zweiter Ordnung 
mit der Charakteristik (0, 0) ist. Derartige Functionen können aber noch 
auf mannigfachem anderen Wege gebildet werden. Setzen wir z. B. 

1) f(v) = ^,(v + w)^,(v-^w), 

wo V und w beliebige Argumente bedeuten, so genügt f(v) als Fimc- 
tion von v angesehen den beiden Gleichungen: 

f(v + r) « e-«'"(«^+^)/'(t;), 

ist also, da es eine ganze transcendente Function ist, eine Thetafunction 
zweiter Ordnung von v mit der Charakteristik (0,0). Als solche lässt 
sie sich linear durch die Quadrate von je zwei der ursprünglichen 
Thetafunctionen ausdrücken. Es giebt das sechs Ausdrucksformen. Von 
diesen greifen wir eine heraus: 

Setzen wir t; = 0, so ergiebt sich: 

1 r 
setzen wir t; = ^ + . , so wird: 

sodass wir die Formel erhalten: 

In ähnlicher Weise ergeben sich fünf andere Darstellungsweisen 
desselben Productes ■^,(t; + wjQ'g^v — w). Dieselben lauten, wie kaum 
näher auseinandergesetzt zu werden braucht: 

' VO-sC« + w)»,(v - «;) - VW V(v) + VC«-)*»», 

»,*»i(v + w)»,(v - «;) - *,'(«;) V(*') + »i\tc)»^\v), 

Durch Substitution halber Perioden ergeben sich hieraus die 
entsprechenden Formeln für die Producte, in denen an Stelle des 
Index 3 der Index 2, 1, tritt. Dieselben lauten: 
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= VW^a^C»') - VW VW, 
= VW VW - VW VW, 

V-*.(« + «')*i(« - w) - ■»«'W VW - VW VW 

-VW VW -VW VW, 

- *3*W VW - VW*s*W, 
*,^ ■*o(" + «')*o(« - «'•) - VW VW 4- ^i'W VW 

=vwvw+vwvw, 

V- «•oC« + w) «-oC« - w) - •*»* W *8* W - •»•»* W ^2* W 

- VW VW - ^i*W VW, 

«•g«. «•«(r + w) &^{v - «;) = a-,* W VW + ^1* W ^j* W 

- *s*W*i*W + VW »»*W- 

Es sind dieses die 24 möglichen Darstellungen der Producte: 

durch die Quadrate der gewöhnlichen Thetafunctionen. 

In diesen Producten haben die Indices den nämlichen Werth. 
Es liegt nun nahe, auch diejenigen Producte zu behandeln, in denen 
die Indices zwei verschiedene Werthe besitzen. 

Nehmen wir dazu die Function: 

3) f{v) - »oC« + w) «•,(» - w), 

und sehen dieselbe als Function von v allein an, während w ein ver- 
änderlicher Parameter ist, so leistet dieselbe als solche den Gleichimgen 
Genüge: ^(^ + 1) « ~ f{v), 

Wir haben also eine Thetafunction zweiter Ordnung mit der Charak- 
teristik (1,1) vor uns. Es ist nicht schwer, mit Hülfe der gewöhnlichen 
Thetafunctionen ebensolche Functionen zu bilden. In der That, die beiden 

Producte: ^^{v)^^{y) und %^{v)^^{v) 

leisten genau denselben Bedingungsgleichungen Genüge, überdies sind 
sie, wie man ebenso einfach einsieht, linear von einander unabhängig. 
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Hieraus folgt^ dass wir den Ansatz machen können: 

Die Constanten bestimmen wir, indem wir einmal t? — 0, dann 
V — ^y setzen. Auf diesem Wege erhalten wir die Resultate: 

Analog hätten wir das Product untersuchen können: 

Wir fassen die Resultate in der folgenden Formel zusammen: 

4) »o'^i- ^o(^ ± ^) ^sCv Tw)^ ^0 W ^2 W ^0 W ^2 W 

± ^,(w) ^,(w) ^,(v) ^,(v). 

Derartige Formeln können noch fünf weitere hergeleitet werden, 
theilweise durch Substitution halber Perioden, theilweise auf directem 
Wege. Da keinerlei Schwierigkeiten irgend welcher Art auftreten, 
können wir die fertigen Formeln hinschreiben: 

'»B'^i'»t(v±w)^i(v + w)^d'^(w)d'^(w)&^{v^^ 

^0-'^S-^o(v ± ^) ^z(^ + M^) ^-Ö-oH^S W^O W^3 W ± ^1 W^2 W^l (^)^2(^\ 
5) \ »o'^2'^l(^±^)^s(^^^)-^o(^)^2(^)^l(^)^M±^l(^)^^^^ 

'^o-'^s-'^i (^ ± w)d-^(v + w)^^q{w)^^(w)^^ (^)^2(^) ^ ^1 W^2 W^o(«^)^3(^)■ 
Hiermit ist auch diese Kategorie von Formeln erschöpft. Man 
überzeugt sich leicht, dass keine weiteren analog gebauten möglich sind. 

§25. 
VeraUgemeinerang der Besultate des vorigen Paragraphen. 

Den Betrachtungen des vorigen Paragraphen waren zunächst Aus- 
drücke von der Form zu Grunde gelegt worden: 

Wir wollen jetzt das Problem verallgemeinem und Ausdrücke von 
der Form betrachten: ^ , . ^ ^ , . ^ 

Um diese Grössen zu behandeln, setzen wir: 
1) f(v)^^o(^ + u)^^(v-^w) 

und sehen denselben zunächst als Function von v allein an, während 
u und w Parameter sind. Dann leistet derselbe den beiden Gleichungen 
Genüge: ^(„ ^ j) _ ^(„^^ 

f(v + r) •= e-*'"(*''+*)-*"'<''+"')/"(v). 
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Da f(y) überdies eine ganze transcendente Function ist^ so können 
wir auf dieselbe das Hermite'sehe Theorem anwenden d. h. die Func- 
tion f(y) linear durch zwei andere Functionen darstellen, die linear 
von einander unabhängig sind und denselben Bedingungsgleichungen 
Geniige leisten. Derartige Functionen sind aber leicht zu bilden. Es 
sind das z. B. die Ausdrücke, die linear von einander unabhängig sind: 

^sW ^sCv + w + w^) und ^^(v) '9"j(t; + w + W')- 
Hieraus folgt, dass wir den Ansatz machen können: 

Die Constanten bestimmen wir wieder, indem wir v bestimmte 

1 T 1 

Werthe beilegen, etwa v = ^^ und v = ^ + ^* 

Daim erhalten wir die Formel: 

-^^{y-^u-^w) ^^iy) ^^(u) ^^{w). 

Dieselbe enthält einen Theil der Formeln des vorigen Paragraphen 
als specielle Fälle in sich. In der That, setzen wir: 

SO erhalten wir die Formel: 

die schon früher entwickelt war. Ueberdies erhalten wir einige weitere 
schon entwickelte Formeln, wenn wir setzen: 

_L 1 

wie kaum näher auseinandergesetzt zu werden braucht. 
Dasselbe Product 

hätte nun noch auf mannigfachem anderen Wege dargestellt werden 
können, da wir ja zwei beliebige der vier Grössen: 

hätten wählen können. Wir würden dann im Ganzen sechs verschiedene 
Darstellungen erhalten, die die entsprechenden Formeln des vorigen 
Paragraphen als specielle Fälle in sich schliessen. Von der Aufstellung 



3) 



74 § 26- Allgemeine Additionstheoreme. 

derselben möge abgesehen werden. Li genau derselben Weise ist dann 
ferner ein jedes andere Product zu betrachten: 

Wir begnügen uns damit, für ein jedes eine Darstellung zu geben, 
die der entwickelten für ^ / . v ^ / . v 

analog ist. Die Formeln lauten: 

f ^0- ^o(w + ^) ^3(v + «) ^sC^' + ^) - ^o(^ + u + w) ^^(v) .\(ji) ^g(u' 

^0' ^o(u + «') 0-1 (v + w) ^,(i; + w;) « ^3(1; + u + w) »^(v) ^^(u) »^(w 

§26. 
Das Additionstheorem. Allgemeine Form. 

Die Resultate der beiden vorigen Paragraphen können noch wesent- 
lich verallgemeinert werden. In der That, wir wollen dazu zwei 
Reihen von Argumenten einführen u, v, w^ t und u\ v\ «/, i\ die mit 
einander durch die Formeln verbunden sind: 

2w' « 1« + V + m; + ^, w - — (u' + t?' + tt?' + V), 
2t;' ^u -\' V — w — t^ v^-^iyi-^v^-uJ— t')^ 
2k/ '^u — v + w — t, w^^{yl~^ + uf— V)y 

Bilden wir dann das Product: 

so ist dieses in Bezug auf eine jede der vier Grössen t*', 1/, u/, V eine 
Thetafunction erster Ordnung. 

Bilden wir andrerseits das Product: 

so können wir dieses als Function der Grössen m\ i^, ii\ V ansehen. 
Sehen wir es für den Augenblick als allein abhängig von ft' an und 
bezeichnen es durch: 



§ 26. Allgemeine Additionstheoreme. 75 

Unter solchen Umständen bleibt die Function: 

q>(u') = ^,(u) »,(v) »,(w) »,(<) + »,(u) »,^o) »,(w) »,(1) 

iingeandert, wenn wir td um 1 vermehren. 
Femer ist: 

Hieraus folgt, dass die Function: 

in welcher die Summe nach a über 0, 1, 2, 3 zu erstrecken ist, auf- 
gefasst als Function von td allein eine Thetafunction erster Ordnung 
mit der Charakteristik (0,0) ist. Genau dasselbe folgt, wenn wir den 
Ausdruck als von i/,u/^V allein abhängig ansehen. Hieraus folgt dann: 

wobei c eine Grösse ist, die jedenfalls von den Argumenten UyVyW,t 
und damit auch m', i/, m?', t^ unabhängig ist. Es lässt sich leicht zeigen, 
dass c auch sicherlich von x unabhängig sein muss. In der That, be- 
zeichnen wir die linke Seite unserer letzten Gleichung kurz durch 
F(u!fV*yt(/, t')j die rechte kurz durch -F\(m, v, w, i), so folgt unmittelbar: 

wobei die Summe links nach u\ v\ vf^ t\ rechts nach w, t?, Wy t zu 
nehmen ist. Berücksichtigen wir also die Diflferentialgleichimg, welcher 
die Thetafunctionen Genüge leisten, so folgt: 

ox ox 

Hieraus folgt dann unmittelbar, dass c auch von x unabhängig 
sein muss. Dann aber ist der Werth von c unmittelbar bestimmt, 
wenn wir die trigonometrischen Ausdrücke für die einzelnen Theta- 
functionen in unsere Gleichung einführen. 

Es ergiebt sich: ^ 

oder also wir erhalten die Formel: 

Genau so würde folgen: 
2) 2^2 (m') ^,(v') ^^{uf) ^,(<') « E^^^{u) ^^{v) ^ß{w) ^fl{t) 

— Ey «•y(fl) %^y{v) ^y{w) ^y(^), 

wobei die Summe nach ß zu erstrecken ist über 3, 2 nach y über 0, 1. 
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§ 26. Allgemeine Addiiionstheoreme. 



Die beiden Gleichungen ergeben durch Addition resp. durch Sub- 
traction und Vertauschung der gestrichenen und ungestrichenen Buch- 
staben die symmetrisch gebauten Formeln: 



3) 



4) 



[ - *5(«) *»(«) »iH *3(0 + *«(") », (V) ^,(tv) »,(t), 

*o(«') »oi^) *o(«'') »o(i') + ^i(«') *i(^') ^iC«*') »i(n 

- •»'sC") *s(«) ^jW «•»(0 - *»(«) *2(f) «■«("') «•«(O- 



fi) 



Es können nun noch eine Anzahl ähnlicher Gleichungen aufgestellt 
werden, indem man ganz allgemein die Function zu Grunde legt: 

Ein jeder Fall kann genau wie der obige behandelt werden. Wir 
beschränken uns darauf, die Resultate in der folgenden Tabelle zu- 
sammenzufassen : 

+ *l(«)*,(f)*,(«')^.(0, 

^(«')*o(t^)*oK)*.(<')-*i("')*i('^)*iW*i(<')-^o(«)*o('')*o(«')»o(0 
^(«')*o(«')*»('*')*s(<') + *i(«')*.('^)*»(«'')«-«(0=^(«)*o(«)*.(«')».(0 

+»i(«)*i(f)*,(«')*,(0, 

*.(«') »,(^ »oi«^) *oO') + *«("') *2(f ') *i («^) ^1 (.i') = *o(«) »o(.v)»s(.^)»,(t) 
«•o(«')*o(«^)*,(«^)*»(0+*.(«')»i('^)*i.(«^)*,(<')-*o(«)^o(«')*«(«')^«(0 

^«(«')^(t^)^»(«^)*,('') + *o(«')^o(f')*i(«^)»»(<')=*«(«)*»('')*»(«')*,(0 

+ «-«(")*o(«)*i(«')*i(0, 

^1 («') ^C«^) *s («^) »z (f) - ^o(«') »i (f ') *, («^) ^«(<') - »,(u)», (v) »,(w) », (0 

-^«(«)^»(f)*,W^o(0- 



§ 27. Differentialbeziehungen der Thetafunctionen. 77 

Dieses sind die allgemeinsten Formeln, welche für die Theta- 
functionen erster Ordnung aufgestellt werden sollen. Sie enthalten die 
Formeln der beiden letzten Paragraphen als specielle Fälle in sich. 
Es braucht das kaum näher auseinandergesetzt zu werden. Setzen 
wir z. B. 

u ^ V + w + t, v! === V + w + tj v' = t', m/ — w, V ^ t, 

so genügen diese Werthe den soeben hingeschriebenen Gleichungen. 
Setzen wir diese Werthe in unser Formelsystem ein, so erhalten wir 
ein Gleichungssystem, welches die Gleichungen des vorigen Paragraphen 
in sich enthält. In ähnlicher Weise kann man die Gleichungen des 

§ 24 ableiten. 

§ 21?) 

Differentialbeziehungen der Thetafanotionen für die Nullwerthe 

der Argnxnente. 

Auf Grund der entwickelten Sätze können wir nun einige Dififerential- 
beziehimgen der Thetafunctionen für die NuUwerthe der Argumente 
entwickeln, die für das Folgende von fundamentaler Bedeutung sind. 

Wir gehen dazu von der Formel aus: 

und entwickeln beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von w, 
indem wir von den Formeln Gebrauch machen: 

»,{v -w) = %^{v) - w ^o(f) + i72 ^'»("^ + ■ ■ ■ ' 

K{w)-»a+Y2^''''^'"' « = 0,2,3, 

t 
3T 

Es liefert dann die Gleichsetzung der Coefßcienten der ersten 
Potenzen von w die Gleichung: 

Entwickelt man die linke und rechte Seite dieser Gleichung in 
analoger Weise nach Potenzen von v, so giebt die Gleichsetzung der 
Coefßcienten von v^ links und rechts die Gleichung: 






oder also: 



^1 ^0 ^2 ^i 



78 § 27. Bifferentialbeziehungen der Thetafunctionen. 

Andrerseits ist aber: 

OV^ CT 

also folgt für die NuUwerthe der Argumente: 

. dd'a 
dz 



^'„ « 4;ri ^, 



wenn a einer der Indiees 0, 2, 3 ist. Ist jedoch « *- 1, so machen wir 
von den Formeln Gebrauch: 



und erhalten: 



a«« 1 "^ '^ ' 






Unter Benutzung dieser Beziehungen nimmt die Differential- 
beziehung, welche wir vorhin für die Thetafunctionen für die NuU- 
werthe der Argumente gefunden haben, die Form an: 



^■•^.-y/4^--^^ « = 0,2,3 



dx ' ^^ ^ dt 
oder also, indem wir nach r integriren: 

wobei c eine von t imabhtingige Constante bedeutet. Dieselbe be- 
stimmen wir, indem wir die Entwickelungen der einzelnen Functionen 
links und rechts nach g- Reihen einsetzen. Es sind dieselben bekanntlich: 

^o-l-2^ + 2a^.., 

1 9^ 

-ö*'!— 2jiq4. — 2.3.arg4 ... 

Die Vergleichung der Anfangsglieder der Entwickelung ergiebt 
dann den Werth: ^ ^ 

oder also wir erhalten die wichtige Differentialbeziehung: 
2) ' ^/■-^•^o-'^2-^8- 



§ 28. Darstellung der Thetafunctionen w*er Ordnung durch solche erster Ordnung. 79 

Dieselbe wird in der Folge häufig gebraucht werden. 
Aus der Produetentwickelung für die t^j- Function ergiebt sich 
ferner unmittelbar: i 

oder also, wenn wir unsere früher eingeführten Bezeichnungen auf- 
nehmen: ^^ _ 2nn{x)\ 

Dann kann unsere Differentialbeziehung auch in die Form ge- 
bracht werden: 

§ 28.»^) 

Die Darstellang der Thetafanctionen n^' Ordnung durch die 

Thetafunctionen erster Ordnung. 

Wir haben im Früheren gezeigt, dass es höchstens n linear von 
einander unabhängige Thetafunctionen n*®' Ordnung mit derselben Cha- 
rakteristik giebt und zwar, indem wir dieselben durch gewisse im- 
endliche Reihen darstellten. Es soll nxm gezeigt werden, dass wir 
dasselbe mit Hülfe der gewöhnlichen vier Thetafunctionen zu leisten 
im Stande sind. Dazu wollen wir aber zunächst den folgenden er- 
gänzenden Lehrsatz zu dem Hermite*schen Theorem beweisen. 

Lehrsatz: Für ein gerades n existiren höchstens -- ge- 

rade und — ungerade linear unabhängige Thetafunctionen 

^ter Ordnung mit Ausnahme der Charakteristik (0,0), für 
welche die Anzahl der linear unabhängigen geraden Theta- 

functionen höchstens -^ •\-\y die der ungeraden ö" ~ 1 ^®" 
trägt. Bei ungeradem n und gerader Charakteristik giebt 

es höchstens — - — gerade, -^ (n — 1) ungerade, bei ungeradem n 

und ungerader Charakteristik — (n + 1) ungerade und — (n~l) 

gerade linear unabhängige Thetafunctionen. 

Bei dem Beweise dieses Satzes beschränken wir uns auf einen 
Fall. Wir nehmen an, dass n eine ungerade Zahl sei, ferner die 
Charakteristik (0, 0). Wir wollen mm ganz allgemein eine Thetafimction 
vf^^ Ordnung mit der Charakteristik (gr, Ä) bezeichnen durch: 



dann fanden wir: 



eS(f); 



80 § ^3- Darstellung der Thetafunctionen n^^ Ordnung durch solche erster Ordnung, 
wobei die Beziehungen bestanden: 

Cr ^ Cr — n« 

Wir wollen nun die Annahme hinzufugen, dass u^{v) eine gerade 
Function von v sei, d. h. der Gleichung Genüge leiste: 

e;(- «) - €(f)- 

Dann folgt, dass die Grössen c der weiteren Gleichung Genüge 
leisten müssen: 

Cr = C — r ■■■ ^n — r- 

Nun fanden wir, dass allein die Grössen Cq, Ci...c,-i unbestimmt 
sind. Aus der letzten Bedingung folgt aber: 

^2 "^ C«— 2; 



C«_l«= <^n + l} 
i 8 

es bleiben also lediglich die Grössen Cq, (q,... c^-i unbestimmt, deren 

n + 1 . ~*~ 

Anzahl gleich — ^ — ist. 

Hiermit ist die Richtigkeit der Behauptung bewiesen und genau 
so kann in jedem einzelnen Falle vorgegangen werden. 

Auf Grund dieses Satzes und unserer früheren Untersuchungen ist 
es nun nicht schwer, die allgemeinen Thetafunctionen n*^' Ordnung 
durch die ursprünglichen Thetafunctionen darzustellen. Bezeichnen wir 
durch Oq und Oj irgend zwei von den Fimctionen ^^^(v) und mit jP''(Öq, 0,) 
eine ganze rationale und homogene Function f*®' Ordnung der beiden 
Argumente 0^, 0^, so erhalten wir die folgenden Darstellungen: 

I. n = inod2, gerade Functionen. 

eW(.)-Fi"(0o,eo, 
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Ungerade Functionen. 

C(«) - *ooW*o.(»)*to(«')*.i(f)^^""*(0o,e,), 



U. fiz^l mod2y gerade Functionen. 

C(»)-*oi(f)F^'"~''(öo,e,), 

Ungerade Functionen. 

C(f) - ^oi(f)*io(f)*u(f)^"^^""'"(öo,ei), 
C(«) - ^oo('')^o(t')*n(«')F^^"-''(eo,e,), 
öl;'(«) - *oo(f)*o,(t0^u(t')^-^^"~''(eo,öi), 

Bei dem Beweise der Richtigkeit dieser Tabelle beschränken wir 
uns auf einen Fall. Wir nehmen n ungerade an, femer die gerade 
Function ©^^(v). Dieselbe hat dann nach dem bewiesenen Lehrsatz 

♦1 -i- 1 tt -I- 1 

— X — Constanten linear in sich oder lässt sich durch — ^ — Functionen, 

die denselben Bedingungsgleichungen Genüge leisten und linear von ein- 
ander unabhängig sind, linear darstellen. Nun leistet eine jede Function: 

*oo(f)0o-e^'~"~'». r-0,l,...A(n-l) 

thatsächlich denselben Bedingimgsgleicbungen Genüge, ferner ist die 

1 
Anzahl derselben -ö- (w + 1). Eben so leicht aber ist es nachzuweisen, 

dass alle diese Functionen linear von einander unabhängig sein müssen. 
In der That, wäre dasselbe nicht der Fall, so müsste eine Gleichung 
von der Form bestehen: 

Krause, Doppeltperiodischo Fanotionen. I. 6 



32 § 29- ^i^ reciproken Thetafunctionen. Reihenentwickelungen derselben. 
Das ist unmöglich. Setzen wir z. B. 

und nehmen v — an, so würde folgen Cq— 0. Die linke Seite unserer 
Gleichung wäre demnach theilbar durch 0^, Denken wir uns diesen 
Factor abgesondert und wieder t; — gesetzt, so würde q — sein etc., 
es zeigt sich, dass die sämmtlichen Gonstanten Cq, C|,o^... verschwinden 
müssen. Damit ist die Richtigkeit der Behauptung nachgewiesen und 
genau so kann in jedem Falle vorgegangen werden. 

§ 29.") 

Die reoiproken Thetafunotionen. Beihenentwiokelungen 

derselben. 

Ehe wir nun dazu übergehen, durch Quotientenbildung periodische 
Functionen zu erhalten, wollen wir die reciproken Thetafunctionen näher 
untersuchen und zunächst ihre Entwickelung in Fourier'sche Reihen 
in Betracht ziehen. Das elegante Verfahren, welches hierbei angewendet 
werden soll, rührt von Biehler her. 

Wir betrachten zunächst die Function: 



Dieselbe erfüllt in einem unendlich langen Streifen, der von zwei 

durch die Punkte — -^ und + o" gezogenen Parallelen zur reellen Axe 

begrenzt wird, die Bedingungen, welche behufs Entwickelung in eine 
trigonometrische Reihe hinreichend sind, und zwar können wir den An- 
satz machen: ^ 

Es handelt sich darum, die Grössen Am^M bestimmen. Wir nehmen 

hierzu die zweite Function: 

1 

mit in die Betrachtung hinein. Dieselbe lässt sich in keine trigono- 
metrische Reihe entwickeln, wohl aber thut es die Function: 

1 a 



wenn wir setzen: *^ ^ 






§ 29. Die reciproken Thetafunctionen. Beihenentwickelungen derselben. g3 

Die Richtigkeit der Behauptung folgt unmittelbar und ebenso das 
Intervall, innerhalb dessen die Entwickelung möglich ist. Wir können 
unter solchen Umständen den Ansatz machen: 

Nun besteht aber die Beziehung: 



^»('' + ¥) 



*o(«) 



Diese Beziehung wollen wir anwenden. Es ist: 



1 



a 2ia 2iaq^.€! 



inv 



Femer folgt: o 

25„««(2m+l)«(t.+|)=2\2'^Je<»'"+»»". ,^-e-<-+^>»-. g- ^). 
Setzen wir diese Werthe in die Gleichung: 

ein und berücksichtigen die vorhin angegebene Beziehung: 

welche fiir alle Werthe von v Richtigkeit besitzt, so folgen durch Ver- 
gleichung die Relationen: 

-»2-2 2ta2 « +27« > 

Hieraus folgt: 

Am ^„-12-»'»+'+ 4a2-(»-T) 

oder also wir erhalten die Beziehung: 

^«3-»' - (- 1)»2 u„ + 2«2;(- ly«""^" ). 



g4 § 2^* ^0 reciproken Thetafunctionen. Reihenentwickelungen derselben. 

Lassen wir m immer grösser und grösser werden, so wird Am 
immer kleiner und kleiner und wird für w — oo der Null gleich. 
Unter solchen Umständen wird: 



oder also: 






(8M-1)' 



1 
Hieraus folgt: 



'" («M-D* ^^ («/*-!)' 



1 m+l 

Mithin erhalten wir für Am die Gleichung: 

m+1 

Wir können hierfür auch schreiben: 

1 
oder also wir erhalten die Relation: 

1 

Unter solchen Umständen nimmt die Fourier^sche Reihe die fol- 
gende Gestalt an: 

Um eine einfachere Schreibweise zu erhalten, wollen wir die Grössen : 



2) ar''^f^(-iyq^''^'"^iy 





als selbstständige Grössen einführen. Dieselben leisten den Gleichungen 
Genüge: . .^ 

überdies lassen sich die trigonometrischen Reihen für die gewöhnlichen 
Thetafunctionen mit ihrer Hülfe in eine neue einfache Form bringen. 
Es folgt nämlich das Gleichungssystem: 



§ 29. Die reciproken Thetafunctionen. Reihenentwickelungen derselben. g5 



^oC''") = 3~ * (1 - c*""- 9)2'' ^~ ^y^' ■ ä'- ^"^ 



3) 



00 



^i{v) — 4sinnvl~ — ai,cos2xv + a^.cosATtv -i j, 

■^2(1?) «- 4:(^S7tv\-^ + ai,cos2jtv + a^.cos4Lnv^ h 

— 00 
Daneben aber dienen sie dazu, die reciproken Thetafunctionen in 
einfacher Weise darzustellen. Für die reciproke ^q- Function haben 
wir die Entwickelung gegeben, so .zwar, dass die Entwickelung der 
reciproken O^- Function sich auch unmittelbar ergiebt. Die beiden 
fehlenden reciproken Thetafunctionen sind dann aber auch sofort be- 
kannt und zwar erhalten wir die Resultate: 



f 00 



ö) 



«) 



^x 



00 



1 „V <*•"+»>* 



«.»i(t;) sin 

_J\ 

n.^^(v) cos 



2>aTO+i.ä[ * ,sin(2m + V)7cv, 

J,''"(-l)'"+^am+i.a 






00 



- + 2>'»(-l)'»+^a^+i.gr 4 ,cos(2m + l)7tr, 

Aus diesen Darstellungen können nun zwei weitere gewonnen 
werden, die auch von Interesse sind. In der That, es ist: 

i»<^,(.+atrffi).i±fc;|^:.i,2|'.,,.,-.,........ 

Hieraus folgt zunächst: 

> ^'"^r""^^ A — 5«2 + 4y'"»a(«^ -*)"». cos 2ÄWt;. 

^^ — V/yie^««» -4- //</«-« ' J^ ^ 



1 - 2q^f*''Kcos2^v + q*f ^ 

Erwägen wir diese Beziehung, so erhalten wir fiir die zuerst be- 
trachtete Function die Darstellung: 

«» 00 (gju-l^* 



8) 



86 § 30. Bildung der einfachsten doppeltperiodischen Functionen erster Art. 
Genau so einfach folgen die weiteren drei Formeln: 

l") a»t(v) cositv ^ ^'^^«''"^ 1 + 23«'» cos 2nv + g*" 
Zu gleicher Zeit aber erhalten wir schliesslich die Darstellungen: 

OV / — 00 

15) ^) =*S(- i>'-'«^"'<»np«(« - (2^ - 1)-;-)- 

Es sind dieses die Darstellungen, welche zunächst für die Theta- 
functionen gegeben werden sollten. 



§ 30.") 

Bildung der einfachsten doppeltperiodisohen Functionen 
erster Art. Binfdhrung der Grössen Je und k! und der 

drei Functionen <Pi(v)f 92 (^); ^sC^)- 

In den vorangegangenen Paragraphen sind die Haupteigenschaften 
der Thetafunctionen abgeleitet worden. Mit ihrer Hülfe können nun 
nach angegebenen Regeln doppeltperiodische Functionen erster Art 
gebildet werden. Die einfachste Methode, derartige Functionen zu 
erhalten, wird in der Bildung von Quotienten von je zwei unserer 
Thetafunctionen erster Ordnung bestehen. In der That, nehmen wir 
den Quotienten: ^ , . 

in welchem a und ß beliehige Indices bedeuten, so leistet derselbe 
jedenfalls den Gleichungen Genüge: 



§ 30. Bildung der emfachsten doppeltperiodischen Functionen erster Art. g7 

F{v + 2) - F(y\ 
F(v + 2t) - ^'(t;), 

besitzt also jedenfalls die Periodeu 2 und 2r. Im Ganzen werden sich 
zwölf Quotienten der genannten Art ergeben. Aus den Resultaten der 
frCiheren Paragraphen folgt dann^ dass von den Quadraten dieser zwölf 
Grössen nur ein einziges unabhängig sein kann^ während die anderen 
sich rational durch dasselbe ausdrücken lassen. Wir wollen hier nicht 
die ganze Mannigfaltigkeit der Beziehungen entwickeln^ sondern be- 
schmnken uns darauf^ die drei Quotienten zu betrachten^ deren Nenner 
die Function ^^'(f;) ist. Die Thetarelationen nun, die wir im Früheren 
gefunden haben, können dann geschrieben werden: 



-<f 



2o! Mü) . 1 _ V Mü) 

Dabei besteht zwischen den Thetafunctionen für den Nullwerth 
des Argumentes die Relation: 

Diese letzte Relation können wir nach Einfährung zweier neuer 
Grössen anders schreiben. Wir setzen dazu: 

2) vp-t., 

dann folgt die Relation: 

3) *•+*'« = 1. 

Mit Hülfe dieser Grössen können die Gleichungen zwischen den 
Thetaquotienten, die soeben entwickelt worden sind, folgendermassen 
geschrieben werden, wenn wir uns noch links und rechts die Quadrat- 
wurzel gezogen denken: 



y k »,(i) V k v(^: 



) 






Eine besonders einfache Gestalt nehmen diese Grleichungen an, 
wenn wir setzen: 



88 § 31. Entwickelung der Functionen tpa (v) um den Nullpunkt in eine Potenzreihe, 
uämlich die Form: 

7) 92W-VT^^W^_ 

8) <PM^V1--J^q>,(v)\ 

Dabei sind dann die Grössen (Pi{v), q>2(v)7 9«(«^) eindeutige Func- 
tionen von V und x:, femer Je und V eindeutige Functionen von r. 
Der Wichtigkeit der Sache halber mögen ihre Werthe ausführlich hin- 
geschrieben werden: 



y'^^d'^^ l + 2q + 2q^+2q^+" 

^ 1^^2q_+^2^^2l^^^_ 
•^ ^ ^8 "" 1 + 2g + 22* + 22» + . . .' 



. . 1 A 2 ^2 5inÄV — 2^ 2^^n33rt; + 2t^2^^^>^53rt?... 
9'iW'" J/ j. 1 — 22Cos2«rt; + 22*«>s4äi? — 22»cos63rt;../ 

. V 1 /ä/ 2^cosnv + 2^2^co5 3Ät; + 2fVl^f5Ätr^ 
^'aW'" |/ ^ l—2qcos2nv + 2^cos4.7tv — 2q^cos&%v ,.! 

( \ '\/v ^ "^ 22Cös2fft; + 2q^cosAnv + 2q^co86nv +.., 
^9\ )^ y \~-2qcos27Cv -Y 2q^cos4nv — 2q^cos6nv,,, 

§31. 

Entwickelung der Functionen 9>a(v) ^un den Nullpunkt in eine 
Fotenzreihe. Einführung einer neuen Veränderlichen u. 

Es soll jetzt versucht werden, ' die drei Functionen q)a{p) ^^i den 
Punkt v = herum in eine Potenzreihe zu entwickeln. Hierbei soll 
aber zunächst der Schwerpunkt lediglich auf die Form der Coefficienten 
gelegt werden, während die wirkliche Berechnung derselben erst später 
zu untersuchen sein wird. Zunächst ist es klar, dass alle drei Functionen 
thatsächlich um den Nullpunkt von v herum in eine Potenzreihe ent- 
wickelt werden können. In der That, Zähler wie Nenner der drei 
Functionen können, wie aus den früheren Untersuchungen unmittelbar 
gefolgert werden kann, als beständig convergente Potenzreihen von v 
dargestellt werden. Dabei hat die Potenzreihe von ^'^(t;) die Eigen- 
thümlichkeit, dass sie im Punkte v « nicht verschwindet. Unter 
solchen Umständen können wir die drei Quotienten in eine Potenzreihe 
von V verwandeln, und zwar reicht deren Convergenzbezirk bis zum 
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nächsten Nullpunkt von ^q(v). Zur wirklichen Ausführung müssen 
die DifFerentialquotienten bestimmt werden. Es kann dieses auf mehr- 
fachem Wege geschehen. Wir wollen das Hermite'sche Princip an- 
wenden. Nehmen wir den Ausdruck: 

so ist derselbe eine ganze Function von v, welche den beiden Bedingungs- 
gleichungen Genüge leistet: 

V(t; + 1) = -/•(!.), 

Es ist dieselbe also eine Thetafunction zweiter Ordnung mit der 
Charakteristik (1, 0) und kann daher nach bekannten Regeln durch die 
ursprünglichen Thetafunctionen dargestellt werden. 

Wir erhalten die Gleichung: 

Die Constantenbestimmung erfolgt wiederum, indem wir dem Ar- 
gumente V bestimmte Werthe beilegen. Setzen wir v « 0, so folgt: 

während in ähnlicher Weise wird: 

Ca— 0. 

Unter solchen Umständen erhalten wir die Formel: 

welche schon früher auf einem anderen Wege abgeleitet war. Bei 
Einführung der Functionen 9? (v) können wir die Gleichung schreiben: 

1) ^^=,„^,*.q,^(,)y,(,). 



Genau so wird: 



2) ^^--«»,'-9M<Pt(^), 

3^ ^^--«V.**.9'i('')%(4 
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Setzen wir in diesen Formeln t; — 0, so erhalten wir die Coeffi- 
cienten von v in der Entwickelung unserer Functionen in eine Potenz- 
reihe von v. Durch nochmaliges wiederholtes Differenziren ergeben 
sich ebenso einfach die höheren Differentialquotienten und damit die 
Coefficienten der einzelnen Potenzen von v. Die Ausdrücke gestalten 
sich ganz besonders einfach, wenn wir an Stelle der Veränderlichen v 
eine neue Veränderliche u einführen, die mit ihr durch die Gleichung 
verbunden ist: 

Diese neue Grösse u hängt dann in eindeutiger Weise von v und r 
ab und es werden die drei Functionen (pa(y) auch ihrerseits als ein- 
deutige Functionen von u und r aufgefasst werden können, die sich um 
den Punkt u =» herum in eine Potenzreihe entwickeln lassen. Dann 
aber wird: 

6) i^ = _^3(,).p,(,), 

Bilden wir mit Hülfe dieser Gleichungen die höheren Differential- 
quotienten imd setzen in ihnen v — 0, so folgt der wichtige 

LehrsatB: Die drei Functionen <pa(v) lassen sich um den 
Punkt M — Ä.-^j^v-^O herum in eine Potenzreihe entwickeln, 
deren Coefficienten sich ganz und rational durch die eine 
Grösse fe* ausdrücken lassen. 

In dem letzten Umstände liegt die Bedeutung des Satzes. Aus 
den ursprünglichen Darlegungen konnten wir nur schliessen, dass die 
Coefficienten sich in eindeutiger Weise durch r ausdrücken lassen, jetzt 
folgt das weitere wichtige Resultat, dass diese eindeutigen Functionen 
von t sich als ganze rationale Functionen von Jc^ darstellen lassen. 
Um nun den Charakter dieser Darstellung näher zu studiren, wollen 
wir zusehen, ob es nicht möglich sein sollte, Zähler und Nenner der 
drei Functionen (pa(v) in ähnlicher Weise zu untersuchen. Zähler wie 
Nenner sind aber, von Constanten abgesehen, Thetafunctionen erster 
Ordnung. Dieselben lassen sich jedenfalls in beständig convergirende 
Potenzreihen von v \md damil von u entwickeln. Um die Natur dieser 
Entwickelungen näher zu erkennen, wollen wir die Logarithmen der 
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Thetafiinctionen iintersTichen und deren Differentialquotienten bilden. 
Aus ihnen können dann die nöthigen Rückschlüsse auf die Entwickelung 
der Thetafunctionen selbst gemacht werden. 



§32. 

UnterstLOhnng der Logarithmen der Thetafanotionen erster 
Ordnung. Binfülirang der Funotionen Äla(u). 

Ist a ein gerader Index ^ so ist klar^ dass die Logarithmen von %a{y) 
nach positiven Potenzen von v entwickelt werden können. Hierzu ist 
es nöthig^ die Differentialquotienten von logd'a{v) zu untersuchen. Wir 
wollen das Problem auch auf ^^(t;) ausdehnen und allgemein das Problem 
stellen^ die Differentialquotienten der Logarithmen der vier Theta- 
functionen zu untersuchen. Sehen wir von dem ersten Differential- 
quotienten ab^ so führt auch hier das Hermite'sche Princip zum Ziel. 
In der That, nehmen wir den Ausdruck: 

so ist dieser eine ganze transcendente Function von v, welche den 
Gleichungen Genüge leistet: 

f(v + 1) - f(y), 

f(v + t) = *-««*(»•+*)/(«). 

Dieselbe ist also eine Thetafunction zweiter Ordnung mit der 
Charakteristik (0,0), so dass wir die folgende Darstellung erhalten: 

cPlog»,(v) _ ^ , ^ »i'(f) 

Die Constanten bestimmen wir wieder, indem wir für v specielle 
Werthe einsetzen. Setzen wir « — 0, so wird: 

Genau so folgt: 
so dass wir die Formel erhalten: 
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Genau so wird: 



"^^ dv* ■" »0 V *!*(«'•)' 



3) 



4) 



Diese Formeln können wir folgendermassen schreiben: 

d^log»a («)«~ *^ "«" ^1* V(«) 



dt;« »0« «•,»(t;)' 

cPlogd'^(v) e~ ^o T _ a-V VW 
rft'« "" -^o' VW" 

Auch hier zeigt sich die Einführung der Veränderlichen: 

von grosser Bedeutung. In der That, sehen wir unsere Functionen als 
von u abhängig an, so nehmen die Formeln die Gestalt an: 

Hieraus folgt dann, dass, wenn a einen geraden Index bedeutet, 
die sämmtlichen Dififerentialquotienten von 

log%'aiy)e >o « 

vom zweiten ab genommen nach der Veränderlichen w im Punkte m = 
sich ganz und rational durch die eine Grösse h^ ausdrücken lassen. 
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Die ersten Differentialquotienten verschwinden im Punkte w = 0, ferner 
nehmen die constanten Glieder den Werth Null an, wenn wir die 
Logarithmen der Functionen betrachten: 

Es folgt dann, dass wir die Logarithmen und mit ihnen die Func- 
tionen selbst nach Potenzen von u entwickeln können, so zwar, dass 
die Coefficienten sich ganz und rational durch Jc^ ausdrücken lassen. 
Für die Functionen müssen die Potenzreihen beständig convergirende 
sein, da sich sowohl ^ , v a» ^ 

? als auch e ^o » 



in beständig convergente Potenzreihen von u entwickeln lassen müssen, 
also ihr Product auch, und da es femer völlig gleichgültig ist, wie wir 
die Coefficienten berechnen. Es sind also die soeben betrachteten 
Functionen ganze transcendente Functionen von w, deren Coefficienten 
sich ganz und rational durch Ä* darstellen lassen. Wir wollen sie be- 
zeichnen durch: ^ / n *- , 
9) 44(u)--^;Öie-fc°T. 

Zu ähnlichen Resultaten kommt man im Falle des einzigen un- 
geraden Index 1. Setzt man: 



a-. 



;^"o •' 



10) Äl,iu)^-^^,{v)e ^0», 

so gilt für Äli(u) dasselbe Resultat, wie für die drei Functionen mit 
geradem Index. Wir finden also den 

Lehrsats: Die vier definirten Functionen Alfi(u) sind 
ganze transcendente Functionen von m, deren Coefficienten 
sich ganz und rational aus h^ zusammensetzen lassen. 

Aus der Entwickelung der Functionen Alfi{u) folgen dann die 
Entwickelungen der Thetafunctionen selbst. Von einem constanten 

Factor abgesehen, lassen sich dieselben als Product von e^^ • 
und je einer ganzen transcendenten Function von u darstellen, 
deren Coefficienten sich ganz und rational durch h^ darstellen. 

§ 33.18) 

Definition der Fnnotionen snUy cnu, dnu. Einfachste 

EigenBohaften derselben. 

Die letzten Betrachtungen ermöglichen nun völlig über den Cha- 
rakter der Fimctionen (pii;^), (pi{^),9>z(^) ^^^ Klare zu kommen, wenn 
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man dieselben als von u und Ä;^ abhängig ansieht. In der That^ es 
lassen sich diese Functionen als Quotienten je zweier der Functionen 
Ala(u) darstellen, und zwar wird: 

Ali(u] 



9>M 



Al,(u 



f . A\{u 



AIq(u 

Es sind die drei Functionen 9a (^) also die Quotienten von ganzen 
transcendenten Functionen von Uy deren GoefGcienten sich ganz und 
rational durch k* darstellen lassen. Fassen wir zusammen, so finden 
wir den 

Lehreats: Die drei Functionen qjai'f^) lassen sich auf dop- 
pelte Weise darstellen. Erstens sind sie Quotienten je zweier 
ganzer transcendenter Functionen von v, deren Coefficienten 
eindeutige Functionen von t sind, zweitens aber lassen sie 
sich auch als Quotienten je zweier ganzen transcendenten 
Functionen einer neuen Veränderlichen u darstellen, die mit 
der ursprünglichen v durch die Gleichung verbunden ist: 

Die Coefficienten in der letzten Entwickelung setzen 
sich ganz und rational aus h^ zusammen. Dabei sind u und 
Jc^ eindeutig bestimmt, wenn v und r gegeben sind. Das 
Umgekehrte findet nicht statt, kann aber erst später er- 
örtert werden. 

Jedenfalls also sind die Functionen g>a(^) eindeutige Functionen 
von u und Ä*. Als solche haben sie in der Theorie der periodischen 
Functionen eine eigene Bezeichnung gefunden, zu welcher wir auf 
folgendem Wege gelangen. Aus den Beziehungen, denen die Functionen 
9>a(^) Genüge leisten, können wir schliessen, dass der Ansatz erlaubt ist: 

Wir wollen nach Legendre setzen: 

1) yi - k^sin^(p = Jq>, 

so nehmen die drei Gleichungen die Form an: 

2) (pi{v) -« sifKpy 3) (Pi(v) «* cosfpy 4) (p^iv) = Jq>. 

Durch diese drei Gleichungen ist der Winkel (p bis auf Vielfache 
von 2jt eindeutig bestimmt, wenn v und t oder u und k^ gegeben 
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sind. Fügt man die Annahme hinzu^ wozu man berechtigt ist, q) sei 
eine stetige Function von u oder v, so wird (p eindeutig bestimmt 
sein, wenn man für einen Werth von v oder u das dazugehörende 9 
bestimmt. Wir wollen nun annehmen, dass u =- auch ^ = ent- 
spricht, dann ist alles eindeutig bestimmt. Wir wollen nun in der 
Folge die Grösse tp im Wesentlichen als Function von u und k ansehen 
und sie als solche mit dem Namen der Amplitude von u mit dem 
Modul k bezeichnen. Wo kein Missverständniss über den Werth von k 
möglich ist, schreiben wir: 

5) ^ — amu, 
wo dasselbe möglich ist: 

6) 9) = ain(u, k). 
Dann erhalten wir die Gleichungen: 

(Pi(v) =« sinamuy (Pi(;f^) — cosamu, 9>3(^) -* ^amu 
oder auch: 

q>i(v) = sinafn{u^ k), 92W =^ co$am(u^ Ä), 9?«(v) ^ Jam{u^ k). 

Gudermann hat an Stelle dieser Bezeichnungen kürzere ein- 
geführt, nämlich: 

7) (Pi(v) = snw, 8) 92 W =" ^^^7 9) 93 (v) -= dnu. 

Wo über den Werth von k ein Zweifel möglich ist, schreiben 
wir auch: 

10) <pi(t;) = sn(u, k), 11) (p^(v) « cn(w, *), 12) (p^{v) = dn{uy k). 

u nennen wir das Argument, k den Modul der drei Functionen 
snUyCnUydnu, die Functionen selbst nennen wir auch elliptische 
Functionen. Zwischen ihnen und den Thetafunctionen bestehen dann 
die Beziehungen: _ 

13) c„„„iAM), 

15) d„„-.lAM^. 

y «-oC«) 

Aus den Eigenschaften der Thetafunctionen resp. der Functionen 
q>a(y) folgen dann immittelbar entsprechende Eigenschaften der Func- 
tionen snUj cnUj dnu. Vermehrt man v um 1, so wird u um Ttd"^^ 
vermehrt. Wir wollen diese Grösse bezeichnen durch: 
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16) Ä.V=-2Z, 

dann folgt zu gleicher Zeit: 

17) Ä.V'-äÄ.Z, 18) Ä.V-SÄ/.ir. 

Vermehrt man v um r, so wird u um %^^x vermehrt. Wir wollen 
diese Grösse bezeichnen durch 2i£' d. h. setzen: 



19) 



r =» 



Der Tabelle für die Vermehrung des Argumentes der Theta- 
functionen um ganze resp. halbe Perioden wird dann eine Tabelle fiir 
die Vermehrung von u um ganze resp. halbe Vielfache von 2K imd 
2%K^ entsprechen^ die folgendermassen lautet: 



Vermehrung des Argumentes 


snu 


cnu 


dnu 


2mK+2n%E! 


(— l)"«!»« 


(- l)'»+"cnM 


(~ lydnu 


(2m-l)J!r+2nt7r' 


^ ^ dnu 


( l)«+«Ä'f '* 
^ ^ dnu 


( 1)"/ 
^ ^ dnu 


2mZ"+(2» + l)tr 


^ ^ Ti.snu 


^ k.snu 




{2m-\)K+{2n + l)iK' 


^ ^ K.cnu 


^ ^ k.cnu 

m 


^ ^ cnti 



Es sind die drei Functionen sw w, cnu, dnu also doppeltperiodische 
Functionen und zwar mit folgenden Perioden. Die Function snu hat 
die Perioden: AmK+2niK'. 

Alle diese unendlich vielen Perioden lassen sich als Summe ganz- 
zahliger Multipla der Grössen: 

AK und 2iZ' 

darstellen. Wir wollen derartige Grössen Elementarperioden nennen. 
Die Function cnu hat die Perioden: 

2mK+ 2niK\ 

wenn m + n~0 mod 2 ist. 

Als Elementarperioden können wir hier die Grössen: 

AK und 2K+2iK' 
wählen. Die Function dnu endlich hat die Perioden: 

2mK+4niK^. 



§ 38. Definition der Functionen $nUy cnu^ dnu. 97 

Als Elementarperioden können wir die Grössen: 
wählen. 2ir, 4iZ' 

Femer mögen noch die Null- und Unendlichkeitspunkte der einzelnen 
Functionen besonders hervorgehoben werden. Die Unendlichkeitspunkte 
sind fiir alle Functionen dieselben, und zwar können sie aus den Null- 
punkten von '9'o(^) unmittelbar abgeleitet werden; es sind die Punkte: 

2mK+{2n + l)iK\ 

Die Sinusamplitude wird Null an den Punkten: 

2mK+2niK', 

die Cosinusamplitude wird Null an den Punkten: 

(2m~l)Ä:+2ntZ', 

die Deltaamplitude wird Null an den Punkten: 

{2m-l)K + (2n + l)iK\ 

Femer folgt sofort, dass die drei elliptischen Functionen einen jeden 
Werth, von Multipla von Perioden abgesehen, zwei und nur zweimal 
annehmen. Zwei der Functionen, die Function enu und die Function 
dnu sind gerade Functionen ihres Argumentes, die Function snu dagegen 
eine ungerade Function. Für den speciellen Werth w — wird: 

s«0-0, cnO-1, dnO^l. 

Die DiflFerentialquotienten der drei Functionen lauten: 

20) —j~^cnu.anuy 

21) — ^ — ^ —dnu.snUy 

22) — ^ — ^ —h^snu.cnu, 

^ du 

Endlich haben wir für die Thetafunctionen eine Reihe von Additions- 
theoremen aufgestellt. Ein Theil derselben lässt sich unmittelbar auf 
die elliptischen Functionen übertragen. In der That, nehmen wir die 
Gleichungen: 

und dividiren die linken Seiten durch die linke, die rechten Seiten 
durch die rechte der Gleichung: 

Krause, Doppeltperiodische Functionen. L 7 
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so ergeben sich nach leichten Reductionen, die auf der Einführung des 
Moduls k und der elliptischen Functionen beruhen, die Formeln: 

23) sniu ±v) i-k\sn-u.sn*v ' 

24) cn{u ±v) i-U\snH.8n*v ' 

^^v , / . \ dnu.dnv^^k^.snu.snv .cnu.cn V 

25) dn(« ±v) i-lcKsn^u.sn-v 

In diesen Formeln ist gesetzt: 

V — n%^^w — 2Kw. 

Aus ihnen folgt ferner der 

Lehrsats: Die drei elliptischen Functionen mit den Ar- 
gumenten u ± 1/ lassen sich rational durch die elliptischen 
Functionen mit den Argumenten m und v darstellen. 

Zu gleicher Zeit geben diese Formeln als unmittelbare Folge eine 
Reihe elementarer und wichtiger Beziehungen, von denen wir die 
folgenden herausgreifen wollen: 

. . V . , V ^snti.cnv.dnv 
sn{%i + v) + sn{u — v) =» 2 j^ y 

/ . V . V ^snv.cnu.dnu 
sn{u + v) — sn{u — r) « 2 =^: > 

/ I \ I / \ ^.cnu.cnv 
cn{u + v) + cn{u — v) « 2 ^ j 

/ , V / • N ^snu.snv .dnu.dnv 
cn{u + r) — c«(w — r) ■= — 2 ^^^ j 

^ / I \ I ^ / \ ^dnu.dnv 
dn{u + v) + dn(u — v) — 2 1^; ; 

, / , X j / V ^T^snu.snv .dnu.dnv 
dn{ii + v)— dnyu — r) = — 2Hr z^: ? 

-N^— 1 — h^,sn^u,sn^v. 

§ 34.") 
Beihenentwickelungen der elliptlBOhen Funotionen. 

Aus den Darstellungen der Thetafunctiouen folgen entsprechende 
Darstellungen der elliptischen Functionen in der Form von Quotienten. 
Wir wollen diese nicht wieder aufnehmen, wohl aber wollen wir ver- 
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suchen, die elliptischen Functionen durch unendliche Reihen darzustellen. 
Die erste Darstellung, die sich hierbei ergiebt, ist die in der Form 
von trigonometrischen Reihen. Zu derselben kann man auf mannig- 
fachen Wegen gelangen. Die eine Methode besteht in der Multiplication 
der trigonometrischen Reihen für 

1 

mit den trigonometrischen Reihen für d'a(v)] indessen wollen wir von 
derselben absehen und diejenige Methode anwenden, die vielleicht am 
einfachsten zum Ziele führt. Der principielle Theil der Untersuchung 
ist dabei so einfach, die Grenzen, innerhalb deren die Entwickelungen 
gelten, so naheliegend, dass wir davon absehen wollen und uns auf 
die wirkliche Ausrechnung beschränken. 

Jedenfalls können wir den Ansatz machen: 

— — J— + yBn.. sin(2m + l)xv. 

Aus diesem Ansatz folgt: 



2K 



insmcc 



n sniu + iK^) 



inn{v + ^) 



o|«|<wi «1 _i I m^O 



+2-Bm.s»n(2»» + !)«(« + |-)- 



Die linke Seite ist aber gleich : 



2K 



m< 



— Izsnu — ^-4to. sin{2m+ l)nvy 
^ m—o 

wie wir es schreiben wollen. Die rechte Seite nimmt die Form an: 
Die Vergleichung ergiebt: 

_ . Ü!l±i ^ B„ «!2±1 Arn 

-2tq * +2.2 2 ~^, 



2m+l 

Hieraus folgt: 

2}n+l 
-^'» l-g2m + l 

oder also wir erhalten die Darstellung: 

2m-fl 

1) ^^ s« M - 42i-5it 1 "« (2»» + «^- 
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Zu gleicher Zeit folgt: 

In ganz ähnlicher Weise ergeben sich die Formeln: 

oN 2/cZ ^ VI 5 * /o I i\ 

3) __ cnt* -4^ j-|-^^^^ + l)7tv, 



4) — h 4 >Y- ly . 7 ^ --^-, cos (2m + 1)äv, 



o) _arnu =. 1 + 4^ i + g8m ^^2m7rt;, 

1 

6) 3 — - 1 + 4 >(- 1)"* , , g - cos2m%v. 

^ % dnu ^^ '^ 1 + ^^'^ 

Es lassen sich noch eina Reihe ähnlicher Formeln aufstellen, in- 
dessen kann von denselben füglich abgesehen werden. Wir können 
aus diesen Reihendarstellungen aber noch Darstellungen anderer Art 
ableiten. 

Es ist: 1 



. / 2(1 + 1 \ 
stnnyv ^ — r I 



2* 2ie''*\q~i "^e-^mniv^mn^+i)^ 



e .q 2—6 -Q ^ 



. / . 2/i+l \ 
stnjtiv H — ^ — r I 



ittv — - — —«I» — ^"^ 

e .q i — e q 2 
Durch Addition der linken Seiten erhalten wir: 



. / 2(1 + 1 \ . f ,2(1+1 \ 
=^Asin7tv.q 2 



1 - 2q^f-^^cos27tv + 2^^+« 

Die Summe der rechten Seiten dagegen nimmt die Form an: 

2^+1 
4g"~2 ~ V^C^/'+i)"», sin(2m + l)jtv. 
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Hieraus folgen unmittelbar die Darstellungen: 

i) ^ ^sin7tv2^ j _ 2q'f^-^Kcos2nv + (?*^+«' 

^. 21c,K,snu XTT, 
8) Z 



. / 2fi + l \ 



Aus der letzten Darstellung folgt dann schliesslich noch nach be 
kannten Regeln: 



^1-^ / 2fi + l \ 



So haben wir für die Function snu drei neue Darstellungen ge- 
funden. Mit den übrigen Functionen kann ganz analog verfahren 
Werden. Wir wollen uns damit begnügen, für die Functionen cnu 
und dnu die entsprechenden Formeln hinzuschreiben: 

10) ^*-^-^'*" -.cas^t,y (-^>'g-^a-g'^n 



11) 



2Ä.JP. cn« .'V« (—1)" 



ir 



-iV/. -^n.^/: , 



,.)?»4-!_,<|,2'^^iS- 



18) 



— m— 1 — « j,j(|; ?L — r — v) 

2 K,dnu 2K ^ 1 - g'^+^ 



,,. 2K.dnu .v5, , ,x, ^ / 2tt + l \ 
14) = -- ^2j {" \ycotangii\v g" V 






— m — * n\v ^ — r — vi 



Dritter Abschnitt. 

Die Transformation der elliptischen Functionen 

nebst Anwendungen. 



§ 35.^^) 

Die rationale Transformation der elliptischen Functionen 
für den Fall« dass u » 0^ u! ^ entspricht. 

Denken wir uns die vier Thetafunctionen für ein neues Argument t^ 
und einen neuen Modul t' gebildet, welcher den Convergenzbedingungen 
Genüge leistet, so können mit ihrer Hülfe neue elliptische Functionen 
gebildet werden, deren Argument durch m' und deren Modul durch c 
bezeichnet werden möge. Die den Grössen K entsprechenden Grössen 
bezeichnen wir durch den Buchstaben C. Das Problem der rationalen 
Transformation der elliptischen Functionen lautet dann: 

Es sollen die hinreichenden und nothwendigen Beding- 
ungen dafür aufgestellt werden, dass die Functionen mit 
dem Argumente u! und dem Modul c sich rational durch die 
Functionen mit dem Argumente u und dem Modul k aus- 
drücken lassen unter der Bedingung, dass zwischen u und u' 
eine Relation von der Form besteht: 

w' « Mu + £. 

Wir nennen die Functionen mit den Argumenten u und den 
Moduln k die ursprünglichen, die Functionen mit den Argumenten «' 
und den Moduln c die transformirten. Wir wollen zunächst den 
Fall ins Auge fassen, dass 6 =- ist. Es ist nicht schwer, in diesem 
Falle nothwendige Bedingungen aufzustellen. In der That, vermehren 
wir die Argumente der ursprünglichen elliptischen Functionen um 
ganze Vielfache von 4K und 4iK\ so bleiben sie ungeändert, es 
müssen also auch die entsprechenden transformirten elliptischen Func- 
tionen ungeändert bleiben. Nun folgt aber aus den früheren Unter- 
suchungen unmittelbar, dass die hinreichenden und nothwendigen Be- 
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dingungen dafiir, dass die elliptischen Functionen mit dem Argumente ii 
bei gleichbleibendem Modul den entsprechenden elliptischen Functionen 
mit dem Argumente u" gleich sind, folgendermassen lauten: Es muss sein 

wobei m und m^ beliebige ganze Zahlen bedeuten. Also müssen die 
Beziehungen stattfinden: 

wobei flPo;^j7^oj^i einstweilen völlig beliebige ganze Zahlen bedeuten. 
£s folgt leicht, dass die Zahl 

eine positive sein muss. Es ergiebt sich das daraus, dass --?^ der be- 

kannten Convergenzbedingung Genüge leisten muss, ebenso wie — £^' 

Wir nennen diese positive ganze Zahl den Grad der Transformation, 
die Zahlen ao>^i;^o;^i ^^® Transformationszahlen. 
Nun ist: ^ , _ _ 

mithin wird: 

oder also: 

2) 1?'= («0+ Ojt')!;. 

Durch Division der rechten und linken Seiten der Gleichungen 
für M , K und iM . K' ergiebt sich: 

3) . = MM 

ao + a^r 
und umgekehrt: 

4) r^^h^:^. 

Ferner ergiebt sich ohne Schwierigkeit für ü' der zweite Ausdruck: 

Ol — a^x 

Sind also die vier Transformationszahlen gegeben, so sind vennöge 
dieser Beziehungen die Grössen t/ und x\ mithin w' und c bekannt. 
Das Problem der Transformation besteht darin, nachzuweisen, dass die 
ihnen entsprechenden elliptischen Functionen sich i-ational durch die 
ursprünglichen ausdrücken lassen, so dass die bisher aufgestellten Be- 
dingungen nicht nur die nothwendigen, sondern auch die hinreichenden 
darstellen. 
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§36. 

Zasammensetsung der Transformationen. Lineare Transformation. 

Einführung der Repräsentanten. 

Wir wollen uns jetzt zwei Transformationen nach einander aus- 
geübt denken. Die Zahlen der ersten bezeichnen wir durch a^, a^, 6^, ij, 
der zweiten durch a^, a^^ ß^, /J,. Dann lehrt eine Betrachtung der ein- 
fachsten Art, dass wir zu demselben Ziele gelangt wären, wenn wir auf 
die ursprünglichen Grössen eine Transformation uns ausgeübt denken, 
deren Zahlen lauten: . , . 

B,^\a,+ \ß,, s«l,2. 

Es sind also zwei nach einander angewandte Transformationen 
gleichbedeutend mit einer ganz bestimmten dritten, sie setzen sich zu 
einer ganz bestimmten dritten zusammen. Die hierbei geltenden Ge- 
setze können wir in übersichtlicher Weise darstellen. 

Wir wollen uns ganz allgemein eine jede Transformation mit den 
Transformationszahlen öTq, a^, 6q, 6^ durch die Determinante dargestellt 
denken: „ „ 

und diese mit dem Namen der Transformationsdeterminante be- 
zeichnen. Dann entsteht durch Anwendung zweier beliebiger Trans- 
formationen eine dritte, deren Determinante gleich dem Producte der 
beiden urspiünglichen ist. Hierbei ist aber die Multiplication so aus- 
zuführen, dass die Horizontalreihen der bei der ersten Transformation 
auftretenden Determinante mit den Verticalreihen der zweiten mul- 
tiplicirt werden. Diese Art der Multiplication soll in der Folge bei- 
behalten werden. Hieraus folgt, dass der Grad der dritten Trans- 
formation gleich dem Producte der Grade der beiden ursprünglich 
vorgelegten Transformationen ist. 

Eine jede Transformation, deren Grad die Einheit ist, nennen wir 
eine lineare. 

Es ist nun nicht schwer, auf Grund der soeben aufgestellten Sätze 
die allgemeine Transformation durch einfachere zu ersetzen. In der 
That, setzen wir: 

SO wird eine jede Transformationsdeterminante («o^i) gleich: 














Im 1 




1,1 




1 


■ • • 


1 
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Dabei sind unter den Grössen Z,, k}-" 'm zunächst völlig will- 
kürliche ganze Zahlen zu verstehen. Wir können dieselben stets so 
bestimmen, dass: , ,,^ 

ist. In der That, hierzu haben wir nur nöthig, die Grössen l so zu 
bestimmen^ dass die Zahlen a^^"*^ beständig fallen mit steigendem Index 
vom Zeichen abgesehen. Es kann aber weiter behauptet werden, dass 
hierbei m stets als gerade Zahl angenommen werden kann. In der 
That, ist m eine ungerade Zahl^ so setzen wir an Stelle der beiden 
Gleichungen; 

die drei Gleichungen: 

Damit ist die Richtigkeit der Behauptung nachgewiesen. 
Nun ist aber: 



l 1 




V 1 




1 i 




1 


1 




1 




1 




V 1 



Hieraus folgt dann, dass die allgemeine Transformationsdeterminante 
als Product einer Determinante 



«0 



*o h 



und Determinanten von der Form: 

1 l 



1 



und 



1 
V 1 



dargestellt werden kann. Die erste Determinante definirt eine Trans- 
formation n**° Grades und zwar muss a^h^ gleich n sein, die anderen 
Determinanten dagegen definiren lineare Transformationen. Wir finden 
daher das Resultat, dass eine beliebige Transformation n^^ Grades er- 
setzt werden kann durch eine specielle zu der Determinante 

% 

gehörende Transformation n}^^ Grades und eine Reihe linearer Trans- 
formationen specieller Natur. 

Besonders einfach lässt sich dieses Resultat im Falle n » 1 dar- 
stellen. In der That, in diesem Falle erhalten wir als Transformationen, 
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aus denen sich alle zusammensetzen lassen müssen^ die zu den De 
terminanten 



«oO 




1 i 




1 


Kh 




1 




V 1 



gehörenden, wobei 

sein muss. Unter solchen Umständen muss 

Bleiben wir bei dem ersten Falle stehen, so erhalten wir als 
Transformationen, aus denen sich die allgemeine zusammensetzen lässt, 
die zu den Determinanten gehörenden: 



oder 
sein. 







1 


i i 

1 







Nun ist aber: 


1 
V 1 





1 V 

1 
Z'-l 1 


1 


1 

1 1 




1 

l'l 




1 

V + 1 1 




1 

-1 1 



Hieraus folgt, dass die Trausforniationen: 

1 
V 1 

sich sämmtlich aus den Transformationen 

1 

±1 1 

zusammensetzen lassen. Im zweiten Falle gestaltet sich die Sache 
ähnlich, wenn wir nur die Transformation 

1-1 
, 0-1 

mit hinzunehmen. An Stelle dieser letzten können wir aber die Trans- 
formation wählen: 



da die Beziehung besteht: 







1 




steht: 


-1 


9 


1 
0-1 


= 


1 
-1 


1 

!-i 
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Femer ist: 



1 l 




0-1 




1 




1 


1 




10 \-l 1 




1 


1 
1 1 


« 


1 
-1 




1 

1 




1 

1 



Hieraus folgt dann sofort der 

Lehrsatz: Eine jede lineare Transformation kann durch 
wiederholte Zusammensetzung der Transformationen: 



1 


und 


1 


±1 1 




-1 



gebildet werden. Wir nennen die letzteren Pundamental- 
transformationen. 

Ein ähnlicher Satz gilt für die Transformationen n*®° Grades. 

Nennen wir zwei Transformationsdeterminanten oder auch zwei 
Transformationen (a^, 6,) und (a'^, &'i) einander äquivalent, wenn eine 
Gleichung besteht: 



«0 «1 




a'oo'i 




«0«l 


hh 




VoV^ 




ßoßi 



wobei die Determinante (ao, ß^) zu einer linearen Transformation gehört, 
so folgt der 

LeliTsatz: Eine jede Transformation n*®"^ Grades ist einer 
andern (a^, 6j) äquivalent, bei welcher die Beziehungen statt- 
finden: 

«1 = 0, 

aofti«w, ÜQ und h^ positiv, 

6q positiv oder Null und kleiner als 6^. 

Es braucht nur die dritte Behauptung bewiesen zu werden. Die- 
selbe folgt unmittelbar aus der Gleichung: 



«0 




o„ 




1 


Kh 




*o - »"^ *1 




r 1 



Ebenso einfach folgt der 

Lehrsatz: Zwei Determinanten der angegebenen Form 
können nie einander äquivalent sein, ohne identisch zu sein. 

Der BegriflF der Aequivalenz setzt eine bestimmte Reihenfolge in 
der Anwendung der Transformationen voraus. Zuerst ist die Trans- 
formation w*®*^ Grades, dann die lineare Transformation anzuwenden. 
Sehen wir von der Reihenfolge ab, fragen wir nur nach der Zusammen- 
setzung allgemeiner Transformationen n**"^ Grades aus einfacheren und 
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linearen Transformationen, so lässt sich eine weitere Reduction vor- 
nehmen und wir finden ohne Mühe das Resultat, dass alle Trans- 
formationen n*®° Grades sich aus der einen — der Haupttrans- 
formation — 

n 

und linearen zusammensetzen lassen, vorausgesetzt, dass nicht alle Zahlen 
einen gemeinsamen Factor haben. Für unsere Zwecke tritt dieses 
Resultat aber vor dem früheren zurück. Haben alle vier Transformations- 
zahlen einen gemeinsamen Theiler, so kann derselbe leicht abgesondert 
werden, denn es ist ja: 



m 
m 



a b 
c d 



ma mb 
mc md 



Man nennt den speciellen Fall der Transformation, welcher durch 
die Determinante repräsentirt wird: 

m 

m 

die Multiplication der elliptischen Functionen. 
An Stelle der Transformation: 



kann auch die Transformation 



1 








n 


n 








1 



n 




0-1 




1 




1 




1 




n 





gewählt werden, die mit der ersten durch die Gleichung zusammenhängt: 

1 I 

I. 

-1 I 

Wir wollen nun von jetzt an die Bezeichnung gebrauchen, dass 
alle Transformationen n*®"" Grades in eine Classe gehören, deren De- 
terminanten einander äquivalent sind. Dann folgt, dass die Anzahl 
dieser Classen eine endliche Zahl ist und dass wir als Repräsentanten 
einer jeden derselben eine Determinante der vorhin definirten Art 
setzen können. 

Diese Determinanten wollen wir schreiben: 

t 



Für dieselben wird: 



V 



tVy 



% — 
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Die Zahl dieser Classen ist leicht zu bestimmen, t^ kann jeden 
Factor von n bedeuten, 1 und n eingeschlossen, 5 nimmt bei einem 
vorgelegten t^ genau t^ Werthe an, also ist die Classenanzahl gleich der 
Summe der Divisoren von n. Setzen wir: 

so folgt demnach als Zahl der nicht äquivalenten Classen für eine 
Transformation n^^ Grades: 

a~l 6-1 r^n 
Ist n eine Primzahl, so ist die Classenanzahl gleich n + 1. 

§ 37.*^ 

Die entspreohende rationale Transformation der Thetafonetionen, 

insbesondere die lineare. 

Die elliptischen Functionen sind Quotienten von Thetafunctionen. 
Es liegt unter solchen umständen nahe zu untersuchen, ob es möglich 
ist, die Thetafunctionen ^gh{^j «') durch die ursprünglichen auszudrücken. 
Es zeigen sich hierbei zunächst keine einfachen Beziehungen. Wir 
kommen aber zu solchen, wenn wir die Function zu Grunde legen: 

wobei t/ und t' die früher angegebene Bedeutung haben. Diese Func- 
tion genügt dann, wie man sich durch eine leichte Rechnung über- 
zeugt, den beiden Gleichungen: 

f n,H{v + !)-(- iyn,,{y), 

n,H{v + r) - (- l)*c-" «•■(«'+-) 77,, (t'), 



2) 
wobei gesetzt ist: 



Da die Function überdies eine ganze transcendente Function von v 
ist, so folgt, dass wir es mit einer Thetafunction tt**" Ordnung zu thun 
haben, welche nach bekannten Regeln durch die ursprünglich vor- 
gelegten Thetafunctionen ganz und rational ausgedrückt werden kann. 
In diesen Ausdrücken tritt eine Anzahl von Constanten linear auf. Die 
ganze Schwierigkeit in, der Transformationstheorie der Thetafunctionen 
besteht in der Untersuchung dieser Constanten. Wir wollen diese Unter- 
suchung zunächst im Falle einer linearen Transformation durchführen. 

Nach den früheren Untersuchungen könnten wir uns auf die Unter- 
suchung zweier specieller linearer Transformationen beschränken. Die 
Formenmannigfaltigkeit tritt aber in diesem Falle klarer und einfacher 
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zu Tage, wenn wir das Problem in seiner Allgemeinheit behandeln. Wir 
nehmen dazu zunächst die Function n^(v)y welche den Gleichungen 
Genüge leistet: ^^(^ + ,).(_ i)«„,^^(,)^ 

n^(v + r) - (- l)^>*»<r-^'(»«'+*)77,(t;). 
Hieraus foljrt: », / n «. / \ 

wobei c eine von v unabhängige Constante bedeutet. Durch Substitution 
halber Perioden können wir hieraus die entsprechenden Formeln für 
die anderen 77- Functionen ableiten. 

In der That, vermehren wir v' um: 

Sft' + h' 
— 2~' 

so wird die Grösse v vermehrt um: 

gr + h 

wobei ist: 

Nehmen wir nun die Formeln hinzu: 
»t *+s(v) - «<""«•,»(«), 

''*\ "* 2 — ' V "^ *'+''*'^ ' *^'~^ e *\ * /, 

so folgt: 

3) n,;iv) - c . eVc'*-«*'- 1 "».^ (i,, t), 

wobei gesetzt ist: 

Die Constante hat für alle Functionen den nämlichen Werth; 
femer ist: 9 - ^«„ + V«, + a„«„ 

Die Zahlen g und 1^ können einen jeden ganzzahligen Werth an- 
nehmen. Setzt man: 

g = g' mod 2, 1^ = ^' mod 2, 

und nimmt an, divss die Zahlen g', I)' die Werthe und 1 annehmen 
sollen, so nimmt der Factor von 



in 



c.e 4 -^g'^'OO 

die Form an: 



g~^(fl'-0)4-^(0'^'-i7'A) 
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Unter solchen Umständen ist das Problem der linearen Trans- 
formation auf das Problem zuröckgefühi't, die allen Thetafunctionen 
gemeinsame Constante c zij bestimmen. Dieses Problem ist kein ein- 
faches und auf mannigfachem Wege von verschiedenen Autoren gelöst 
worden. Für unsere Zwecke genügt es, den Werth von c* zu kennen. 
Dieser Werth ist auf einfache Weise zu bestimmen. Nehmen wir dazu 
an, dass für eine beliebige lineare Transformation die Beziehungen 
stattfinden: -n ^ / i i. «. / \ 

F. ^i(v', r') - c . 6, . ^a,(y, r), 
jP. d'i(v\ r*) — c . £i . d'i(v^ r), 

wobei unter a^, «g; ^s ^® ^^^^ Zahlen 0, 2, 3 nur in anderer Reihen- 
folge zu verstehen sind, so sind die vier Grössen s^, s^y s^^ Sq nach dem 
Früheren vollkommen bestimmt. Die dritte Gleichung diflferenziren 
wir rechts und links nach v und setzen nach erfolgter DifiFerentiation 

t; « t;' « 0. 

Berücksichtigen wir dann die Beziehung: 

so erhalten wir die Beziehung: 

oder also: «. , ,, 

4) ' C'^ "^ 



€q.€^. B^(aQ + tti t') 



§38. 

Die lineare Transformation der Thetafanotionen. 

Speoielle Discnssion. 

Wir wollen nun die allgemeinen Resultate etwas specieller unter- 
suchen. Zunächst folgt aus den vorhin aufgestellten Formeln, dass 
zwei Systemen von Transformationszahlen «o? ^i> ^o> ^n ^^® nachdem 
Modul 2 einander congruent sind, dieselben ursprünglichen Theta- 
functionen entsprechen. Wir werden also die wesentlich von einander 
verschiedenen Fälle der linearen Transformation erhalten, indem wir 
die Mannigfaltigkeit der Zahlen «o^^o^^i;*!? ^i® ^^^ Gleichung: 
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Genüge leisten, nach dem Modul 2 untersuchen. Es ergeben sich hier- 
bei sechs Fälle, die wir durch die folgende! Tabelle darstellen können: 





«0- 


o, 


\- 


b, . . 


I. 


1 








1 


II. 



1 


1 


1 





m. 


1 





1 


IV. 


1 


1 


1 


9 




V. 


1 




1 


1 


1 


VI. 





1 


1 



In jedem dieser sechs Fälle können wir die fertigen Formeln un- 
mittelbar vermöge der von uns entwickelten allgemeinen Formel hin- 
schreiben. Wir wollen dabei die Constante, die allen vier Thetafunctionen 
gemeinsam ist, etwas modificiren, so wie es aus den folgenden Formeln 
ersichtlich ist. Es geschieht das, um zu denselben Formeln zu gelangen, 
die Koenigsberger in seinem Werke über die Transformation der 
elliptischen Functionen aufgestellt ^hat. Wir erhalten die folgenden 
Resultate: 

I. ao E£ 1, Ol ^~ 0, 6o — 0, &i h:^ 1 tnod 2. 



c.e 4 '9-o(v,t), 



-2) 



^y{v,t), 



c.e"'T'^*'>-^2(i;, r). 



ILa^— 0, a, ~1, b^—lj 6i^0mod2. 



c.e 4 »^{v,x), 



ii'.a'j(t/,T')-c.ö'o(«,t). 



in 



§ 38. Die lineare Transformation der Thetafunctionen. \\^ 

Wählen wir die speciellen Zahlen: 

SO wird: ^ 

T — / t;' = — = — t V. 

r r 

J'.*j(t/,T')-c.0's(«',r). 
Wählen wir die speciellen Zahlen: 

«0-1» «1-1, *o-=^, ^-1, 



so wird: 



,1 



1-t 



, t/-(l+t')«. 



IV. Coizl, Oi~l, 6o~l, ii — 0»iod2. 
F. *8(t/, t') - c . «- 4 X(t;, t), 
F.»o(t/, t') = c.e'^»,(v, t), 

F.#i(i/, t') - c.e-T<'^*°-'^'^+*'^-"^,(t;, r), 

Wählen wir die speciellen Zahlen: 

Ofl — l, a, — — 1, 6o— 1, *i = 0, 
so wird: 

t'-l^, t/---(l-t')». 

t t 

V. a^iiEl, «1 = 0, \~1, b^^lmod2. 

Wählen wir die speciellen Zahlen: 

so wird: , . - # 

T « T +1, tr — t;. 

Krame, Doppeltperiodiscfae Fnnctionen. L g 
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Yl. aQ=0, «1 = 1, &o='; bi = lfnod2. 
F.»^(t/, t') = c.e-T(«'*-+'''*'-*'^''^#j(t;, t), 

Wählen wir die speciellen Zahlen: 



so wird: 



f 1 f ^ f 

t'— , V == «r.v. 

1— T 1— r 



Es ist klar, dass der zweite und fünfte Fall die beiden linearen 
Transformationen in sich enthalten, aus denen wir alle zusammen- 
gesetzt haben, und dass wir die sämmtlichen Resultate auch durch 
mehrfache Anwendung dieser beiden Transformationen hätten ableiten 
können. Ebenso leicht folgt aber, dass wir dasselbe Resultat auch 
durch wiederholte Anwendung der Transformationen des zweiten und 
di'itten Falles hätten ableiten können. 



§39. 
Die lineare Transformation der elliptisohen Functionen. 

Indem wir die lineare Transformation der Thetafunctionen abgeleitet 
haben, haben wir zu gleicher Zeit im Wesentlichen die lineare Trans- 
formation der elliptischen Functionen erledigt. Jedenfalls finden wir den 

Lehrsatz: Die transformirten elliptischen Functionen 
lassen sich im Falle der linearen Transformation rational 
durch die ursprünglichen darstellen. 

Ueber die Constanten ist hierbei nichts ausgesagt. Man überzeugt 
sich leicht, dass dieselben sich rational aus achten Einheitswurzeln 
und den ursprünglichen Thetaquotienten für die Nullwerthe der Ar- 
gumente ausdrücken lassen. 

Die einzige Schwierigkeit, die hierbei auftritt, besteht in der 
Bestimmung des Argumentes der transformirten Thetafunctionen, der 
Grösse n'. Dieselbe kann leicht gehoben werden. In der That, es ist: 

oder also: n' = ^»,\0,r')i/ ^ «9,\0,t') ia,+ a,z')v 
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oder mit Bezug auf die früher gewonnenen Resultate: 

Damit ist m' eindeutig bestimmt. 

Es hat nun keinen Zweck, für die elliptischen Functionen die 
allgemeine Formel aufzustellen oder auch nur die sechs Fälle in ihrer 
Allgemeinheit zu behandeln. Es genügt für die späteren Zwecke voll- 
kommen, wenn wir die vorhin angegebenen speciellen Fälle ins Auge 
fassen, wobei dann der erste Fall ganz herausfällt. 

Die den Grössen Je und Jd entsprechenden transformirten Grössen 
bezeichnen wir durch c und (/, dann erhalten wir die folgenden Resultate: 

sn (iu, y)^i — ; \{ y 
^ ' ^ cniUyK) 

. ^ ^ cn(ti,Ä;) 
III. ÜQ^ly ai«=l, &o"*0, 6i«=l. 

cnlku, yj «— dn(Uy Je), 
dn {kUf y j =- cn (u, Je). 

IV. ao«=l, a^— — 1, ^o^l^ 6i = 0. 

A iJ(/\ ,. sn(iu,Jc) 

\ ' A/ an{tUyJo) 

cn(jcu ^^)^ ^ 
\ ^ Je) dn(iUyJcy 

/, iÄ/X _ cn(iM,fc) 
\ ^ JcJ dn(iu,Jc) 

8* 
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V. a^— 1, a|— 0, 6^— — 1, b^^L 



sn 



cn 



dn 



(v »*^ 1 



VI. Ofl— 0, 01 = 1, 6„— — 1, 6, = 1. 

(-13 l^ uS^C«;*) 



cn 



dn 






cw(m,ä) 

Damit sind die Hauptformeln aus der Theorie der linearen Trans- 
formation der elliptischen Functionen vollkommen entwickelt. 

§ 40.^0 
Die Transformation zweiten Grades der Thetafanctionen. 

Bei der Transformation zweiten Grades können wir uns auf die 
drei Repräsentanten beschränken: 



1 




1 




2 


2 




1 2 




1 



Zunächst fassen wir ganz allgemein eine Transformation ins Auge, 
bei welcher Oj — ist. 

Für dieselbe setzen wir: 

dann folgen die Gleichungen: 

wobei: ^''^(^ + ^) - (- l)^^-«-(»^+^)iIpÄ(t^); 



mod2y 
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Q" 9-^07 

Hiei*aus folgt, wie wir auch schon c^gemein bewiesen hatten, dass 
die sämmtlichen transformirten Thetafunctionen Thetafunctionen zweiter 
Ordnung mit der Charakteristik (g, 1^) sind und daher durch die ur- 
sprünglichen in bekannter Weise ausgednickt werden können. Wir 
fragen zunächst, wann wird die Charakteristik (g, 1^) mit der Charak- 
teristik (0, 0) zusammenfallen? Diese Frage kommt auf die Lösung der 
Cougnienzen hinaus: a x = 

wobei ist: ^0" + ^^^ + *«*» ^ ^ 

%h — h^i =" 2. 

Man überzeugt sich leicht, dass bei beliebig vorgelegten Werthen 
von «0? ^07 ^1 ™Di6r zwei, und nur zwei Systeme a:, y gefunden werden 
können, welche diesen Gleichungen Genüge leisten. Genauer specialisirt 
ergeben sich für die drei Arten von Repräsentanten die Werthe: 

^ — 0, Ä = 6, £-»1,0, 

g ^ Sy Ä =• 0, 6 -« 1 , 0. 

Mit anderen Worten wir finden, dass von den zwölf transformirten 
Thetafunctionen sechs die Charakteristik (0, 0) haben, und zwar sind es 
die Functionen: 

*,(», J), »^{v,^, ^,(t,,I±l), ^„(t,,^), ^,(2t;,2r), *,(2t;,2t). 

Dieselben lassen sich also als lineare homogene Functionen der 
Quadrate zweier beliebig gewählter der vier Thetafunctionen darstellen. 
Um die einfachsten Darstellungen zu erhalten, stellen wir die folgende 
Betrachtung an. 

Vermehren wir v um: 

wobei m und n beliebige ganze Zahlen bedeuten, so wird t/ vermehrt um : 

2'*+2*"' 
wobei gesetzt ist: 
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Hieraus folgt, dass es immer zw^ Substitutionen halber Perioden 
giebt, welche eine beliebige transformirte Thetafunction in sich über- 
führen und zwar sind es für die drei am Anfange des Paragraphen 
näher skizzirten Fälle die Werthe: ^ 

w « 0, "n — £, « =■ 1, 0, 

w = e, n — £, € + Bj^~ Omod2j 

m^^ By n = 0, 6 •= 0, 1. 

Hieraus folgt ferner, dass die beiden übrig bleibenden Substitutionen 
halber Perioden dann eine jede der transformirten Thetafunctionen in 
eine und dieselbe andere transformirte Function überführen. Es em- 
pfiehlt sich nun, zur Darstellung einer jeden der sechs transformirten 
Thetafunctionen ein Paar ursprünglicher Thetafunctionen zu nehmen, 
welche durch die entsprechenden Substitutionen halber Perioden in ein- 
ander übergehen. Es sind dann bei einer jeden der sechs Functionen 
nur noch zwei Möglichkeiten vorhanden. 

Nehmen wir zunächst die Function: 



*0 



("' J)' 



so gehören zu ihr die beiden Paare ^oW^'^iW ^^^^ ^sW; ^2(^)- ^^^ 
wollen das erste nehmen, so folgt: 

^o(«,|-)-CiV(«) + <^VW 
oder da c^^ c^ sein muss: 

Hieraus folgt: 



c = 



^0 



Aus der Productform der Thetafunctionen folgt aber unmittelbar, 
dass wir hierfür schreiben können: 



^3(0, 2) 



oder also wir erhalten die Gleichung: 

1) ^3(0, 1) »,{v, I) - VC«) + »,\v). 
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Durch Substitution halber Periodeu folgt hieraus: 

2) *3 (o, J) », (v, j) - »,\v) + »,\v). 

Genau so einfach sind die anderen Fälle zu untersuchen. Da 
keine irgendwie neuen principiellen Gesichtspunkte hinzutreten, so könne 
wir uns darauf beschränken, die fertigen Formeln hinzuschreiben. 



Es ist: 



3) 



*»(<^' ^) *»("' V^) - V(«, ^) - i»,\^, ^)> 
*s(0, -7-) »o{v, ^-) - *,*(f , t) - i»,\v, t), 



2*,(0, 2t) ^,(2», 2t) - »,\v) - V(«), 
2^,(0, 2t) ^3(2«, 2t) - VW + VW- 
Auf diesem Wege sind sechs der zwölf transformirten Thetafunctionen 
erledigt. Die sechs anderen gruppiren sich zu je zwei, so zwar, dass 
dieselben zu je einer der noch übrigbleibenden Charakteristiken gehören. 
Da sie entweder gerade oder ungerade sind, so folgt, dass sie 
nur noch eine Constante willkürlich in sich enthalten, deren Be- 
stimmung keinerlei Schwierigkeiten verursacht. Wir können unter 
solchen Umständen wohl die fertigen Formeln hinschreiben: 

^' V>'2/ ^ »i(t;).»o(t; ) 
^»(^> 2) 

^^(^>-2") 



4) 



_ »«(v)-»»( f)^ 



*«-*s 



*0 • ^2 



2 

t-1 



»i( 2t>,2t ) ».(«).»,(«) 
*o(0,2t)" »„.»^ ' 

»o(^t., 2t ) »o (v).», (v) 
■ ^„(0,2t)~ *„.«■, 
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§41. 
Die Transformation sweiten Grades der elliptisohen Functionen. 

Aus der Transformation der Thetafunctionen folgt sofort die Trans- 
formation der elliptischen Functionen. Die einzige Schwierigkeit be- 
steht wieder nur in der Berechnung des Argumentes u' imd des 
Moduls c der transformirten Functionen. Diese Berechnung kann aber 
unmittelbar aus den Formeln des vorigen Paragraphen erfolgen, wenn 
wir wieder die Relationen erwägen: 

Jedenfalls ergiebt sich auch bei der Transformation zweiten Grades 
das Resultat, dass die transformirten elliptischen Functionen 
sich rational durch die ursprünglichen darstellen lassen. 

Wir wollen nun die fertigen Formeln für die drei Transformationen 
aufstellen. 

I. ao — 1, «1 = 0, &o — 0; 6i •= 2. 
21/Ä , ., ^ ,. 

. , {l+k)snu 

^<^-^)" 1 + fe.n'u ^ 

. , V cnu.dnu 
cn{u!y c) = ZT—r-, — J-? 
^ ' ^ l + ksfru 

^ ' ^ 1 + h snru 

Diese Formeln enthalten die sogenannte Gauss'sche Transformation 
in sich. 

ILap— 1, »j — 0, 6o=l? 6i — 2. 

/i \ (y — ilc)snu.dnu 
sn(u, c) — -^p — , ., , .,,x — ö- y 

cnu 



,,, . 1 — Jc(k — il!)sft?u 
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III. Co- 2, Oi-O, 6o-0, 6i-l. 

^ ' '^ dnu 

^ ' ^ dnu 

Diese Fonneln enthalten die sogenannte Landen'sche Trans- 
formation in sich. 

Um die sämmtlichen verschiedenen analytischen Formen der Trans- 
formationen zweiten Grades herzuleiten, müssten die sechs früher be- 
handelten linearen Transformationen auf jeden der drei Repräsentanten 
angewendet werden. Man darf sich aber darauf beschränken, die drei 
Formen anzugeben, die durch Anwendung des zweiten der sechs linearen 
Transformationsfälle hervorgehen. In der That, es war gezeigt worden, 
dass die linearen Transformationen aus dem eben bezeichneten und 
demjenigen Normalfall sich herleiten lassen, der den Integralmodul in 
den reciproken verwandelt. Dieser liefert jedoch keine neuen analytischen 
Formen der Transformation zweiten Grades, da snu in sich, cnu in 
dnu und umgekehrt übergeht. 

Der Vollständigkeit halber mögen diese neun Formeln wirklich 

angegeben werden. 

1 — Ä 

I. c-y-^> u'^(l + h)iUy 

f , . i(l + k)snu 

sn(u, c) -= -^^ j 9 

^ ' ^ cnu. dnu 

. , . 1 + ksn^u 

cn(u\ c) — 5 — ; 

^ ^ cnu. dnu 

, , , V 1 — Ä . sn^u 

dn{u\ c) = -z 

^ ^ cnu. dnu 

II. c~^±§, ^^{k-iV)u, 

, , . (k — i]^)snu.dnu 

snCUy c) — -^^ ' f 

^ ' ^ cnu 

, , . 1 — (Ä — W)ksn*u 

cniUj c) « ^^ } 

^ ' ^ cnu 

7 / / X l-(k + iJ(f)ksn^u 

dn(u, c) -=- ^^ 

^ ' ^ cnu 



122 § ^^* Daretellung der DüTerentialquotienten der elliptischen Functionen. 

, , . i(l + J(!)snu.cnu 

cn{%iy c) — -^ .. ■ ,,s — b-? 

^ ^ ^ 1 — (1 + ]d)sfru 

. , , . 1 - (1 - ld)sn'u 

§ 42.^«) 

DarsteUniig der DifTerentialquotienten der elliptisohen Fanotionen 

nach den Argumenten. 

Wir wollen die Transformatioustheorie zunächst unterbrechen, um 
einige Anwendungen der bisher angestellten Betrachtungen auf ver- 
schiedene Probleme vorzunehmen. 

In erster Linie wollen wir das Problem behandeln, die DifiFerential- 
quotienten der elliptischen Functionen nach dem Argument zu unter- 
suchen. 

Setzen wir: ^2m— i '^iw 

so leistet diese ganze transcendente Function den Gleichungen Genüge: 

ftfn{v) -= - /im(v), 

Wir haben es also mit einer Thetafunction von der Ordnung 2 m 
zu thun und können setzen: 

oder also wir erhalten das Resultat: 

Im einfachsten Falle wird, wie schon bewiesen: 

dsnu 



, -cnu.dnu. 

Genau so folgt: 

-Mi * r=m— 1 



2) 



j- = snu.dnu ^,''Cr,cnr''u 
denn 



du^"" 



du 



— snu.dnu. 
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r=.m-'l 



3) 



d*"^-^dnu 



anu SJ inj ir 

^:y- — snu.cnu ^,c^ dn^'^Uy 



ddnu ,9 

- — krsnu.cnu. 



du 
Ganz analog wie vorhin wollen wir ferner setzen: 

Es ist dann /im+iC«^) ^ine ganze transcendente Function, die den 
Gleichungen Genüge leistet: 

/2m+l(v) /im+l(v), 

Unter solchen Umständen erhalten wir die Darstellung: 

r—O 

oder also es ergiebt sich das Resultat: 

4) -,-9« — snu^Cr-sn^'^u, 

Setzen wir m«l, so ergiebt sich mit leichter Mühe: 

^^y: « - (1 + Ä«)swu + 2hhn^u, 
Für die Cosinusamplitude erhalten wir ähnlich: 

r 

Im einfachsten Falle wird: 

^^ « (2Ä» - l)cnu - 2k^cn^u, 



Endb'ch erhalten wir: 



Im einfachsten Falle wird: 

f^ - (2 - Ä«)rfnu - 2dn't/. 

Aus den angestellten Untersuchungen folgt, dass die Coefficienten 
c und € sämmtlich ganze Functionen von Ä* sind. 
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Die lineare Transformation giebt nun einige wichtige Beziehungen. 
Erstens lehrt sie, dass wir nur nöthig haben, die Differentialquotienten 
der Cosinusamplitude zu berechnen, um aus ihnen sofort die Differential- 
quotienten der Deltaamplitude zu kennen. Es ergiebt sich das aus 
der Relation: , jv 

Zweitens aber ergiebt sich fiir die Differentialquotienten der Sinus- 
amplitude die Beziehung: 

Auf die wirkliche Berechnung der Coefficienten möge nicht tiefer 
eingegangen werden, wir beschränken uns vielmehr auf die folgenden 
Bemerkungen. 

Wir fanden die Form: 



r^m 



Hieraus folgt durch nochmalige Differentiation: 

+ cn*udn^u^{2r + 1) 2rSm,rSn^''~^u. 
Andrerseits ist: 

ia _i o ''~ ra+ 1 



dM^'^+s 



=^5m + l,rS«*'' + *W. 



7) 



Die Vergleichung ergiebt: 

Sm+i,r« (2r - 1) .2r.Ä*5^.,_i- (2r + 1)« (1 + Ä*)s„,r 

+ (2r + 2)(2r + 3)s«.,+,. 

Wir haben also eine Recursionsformel für die Coefficienten ge- 
funden, mit deren Hülfe dieselben berechnet werden können. Wir können 
dieselbe leicht so verallgemeinem, dass sie für alle drei elliptischen 
Functionen Gültigkeit besitzt. In der That, verstehen wir unter f{u) 
eine der drei elliptischen Functionen snu^ cnu, dnti und nehmen an, 

"^ (^J^^^T- « + /»/•(«)*+ y/-(«)* 

ist, so können wir setzen: 
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■ 

Dann erhalten wir die Recursionsformel: 
5m+i,r=(2r-l).2r.V.s^,r-i+(2r+l)«j8.Vr+(2r+2)(2r+3)a.5^,,+i. 

Die letzten Betrachtungen gelten für die geraden Diflterential- 
quotienten. Die ungeraden können dann aus ihnen durch nochmaliges 
Dififerenziren gefunden werden. 

Andre hat diese Recursionsformeln verfolgt, um die Eigenschaften 
der Coefficienten näher zu entwickeln. 

§43. 
Die Entwiokelung der elliptisclien Functionen in Fotenzreihen. 

Setzen wir in den aufgestellten Formeln für die DifiFerential- 
quotienten der drei Functionen snw, cnu^ dnu das Argument gleich 
Null, so erhalten wir die Coefficienten in der Entwickelung derselben 
nach Potenzen von u. Aus den gefundenen Resultaten folgt dann der 

Lehrsatz: Die drei elliptischen Functionen snu^cnu^dnu 
lassen sich als Potenzreihen von u darstellen. Die Coeffi- 
cienten setzen sich ganz und rational aus k* zusammen. 

Femer folgt, dass wir den Ansatz machen können: 



1) 






Die lineare Transformation zeigt dann die Richtigkeit der Be- 
ziehungen: ^ 

6,(Ä)-Ä»-S8.(^), 

Wir können uns also auf die Betrachtung der Cosinusamplitude 
beschränken, um zu gleicher Zeit die Betrachtung der Deltaamplitude 
durchgeführt zu haben. 

Zu gleicher Zeit folgt, dass ?l„(Ä) eine ganze reciproke Function 
vom Grade n ist, dass (£«(*) den Grad 2n und 33n(Ä) den Grad 2n— 2 
besitzt. In Bezug auf die letzte Eigenschaft möge daran erinnert 
werden, dass die Grössen (£„ den gemeinsamen Factor k^ besitzen müssen, 
weil die Deltaamplitude 1 wird, wenn Ä* = ist. 
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Her mite hat die Transformation zweiten Grades dazu benutzt^ um 
einige interessante Eigenschaften der Coefficienten abzuleiten. Es möge 
das in folgender Weise auseinandergesetzt werden. 

Die Transformation zweiten Grades lehrt die Richtigkeit der 

Formeln: , k + W\ „ .„, Ä.cn«« + iÄ' 



cn{(k-iV)H,l±^)-{k-W) 



cnu 



y 






+ «ftT/ ^ ^ cnu 

Die Verbindung beider Formeln ergiebt: 

Setzen wir k «= cosy, so nimmt die letzte Formel die Gestalt an: 

ey*cn(e'-y*u, ^y') + e-y^cn^ey'u, e-^y*") « 2cosy.cn(u, cosy). 

Ersetzen wir die Cosinusamplitude durch ihre unendliche Reihe, 
so folgt für 95» die Formel: 

Wir wollen nun den Ansatz machen: 

»»(*) - io + ^(2*)* + h (2Ä)* + • • • 6«_,(2A;)««-», 
SO folgt aus den früher angestellten Betrachtungen leicht, dass die 
Grössen 6 ganze Zahlen sein müssen, dass ferner b^ stets gleich 1 
sein muss. 

Die aufgestellte Gleichung für die Grössen 95„ liefert nun die 
Beziehung: 

r- -w — 1 (< — n — 1 

^2^'brCOs{2n -4r-l)y ^^2^^b^cos^^+^y. 

r (} 

Ersetzt man cos^^'^^y durch die Cosinus der vielfachen Winkel 
vermöge der Formel: 

2^^€0^^+'y =- cos(2Q + \)y+ ^^^ ^ cos{2q - \)y 

2q + 12q .^ ^. , (2q+1).,.{q + 2) 
+ — j ^ cos(2q -S)y + "- ^^-^ ^y-^^^ ^- cosy, 

so ergiebt sich mit leichter Mühe: 

(2n-l)...(n + (» + l), \ /„ . .X 

Da diese Gleichung für alle Werthe von y gilt, so müssen die 
Coefficienten derselben Cosinus links und rechts einander gleich sein. 
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Einem gegebenen Werthe von q entspricht für r einer der beiden 

Werthe : . 

n — Q — 1 n + Q 

2~' ~2~' 

je nachdem die Zahl 2n — 4r — 1 positiv oder negativ ist. Wir haben 
denjenigen zu wählen, für welchen r eine ganze Zahl ist. Man hat also 

oder « 

o»4.ej t. .29 + 3. (2p +5). (29+4), (2n-l)...(n+p + l)^ 

Giebt man der Grösse q die Werthe n — 1 , n — 2, w — 3, . . . 0, so 
erhält man ein System von n linearen und homogenen Gleichungen: 

b -b 4-2"-^ft (2«-3).(2«-4) (2«-l).(2n-2).(2n-3) 



2ä»-4 



2»6, 



_fc + 3 5.4 (2n-l)...(n + l) 



zwischen den n Grössen fe^, 6j,... 6,_i. Man überzeugt sich durch 
Addition leicht, dass nur n — 1 derselben von einander unabhängig 
sein können. 

Diese Gleichungen können nun zur wirklichen Berechnung der 
Grössen b dienen. Nehmen wir z. B. n = 7, so sind die folgenden 
Gleichungen aufzulösen: 

13 
1 



2"-66+ .' 



910^ ^ . 9^ , 11.10 ^ . 13.12.11 
2'».66-*«+ Y h + -y:2- *" + 1.2.3 ' 

017 r . 7, , 9.8, , 11.10.9. , 13.12.11.10 
2*.b,~b,+ jb, + ^b,+ -^^-^b,+ ^ 2.3.4 ' 

o« r » . 5r . 7.6^ . 9.8.7, , 11.10.9.8- , 13.12.11.10.9 
2''-^-^+Y^+l-g&»+YX3^^+ 1.2.3.4 ^>+~T .2. 3.4.5 
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Hieraus folgt: 

b, - 74733, b^ = 1434066, 6, = 1670672, b^ « 253941 , b^ = 4083. 

Unter solchen Umständen nehmen die ersten Coeffieienten in der 
Entwickelung von cnu die Form an: 

35, = 1 + (2A;)», 

S3,-l + ll(2A)«+(2/0*, 

S8^ = 1 + 1Ö2 (2Ä)» + 57 (2Ä)« + (21cy, 

»s = 1 + 922 (2*)* + 1923 (2fc)« + 247 (2Ä)« + (2Ä)», 

»,, = 1 + 8303 (2Ä)« + 54415 (2Ä;)* + 24040(2*)« + 1013(2*)«+ (2*)", 

iB, - 1 + 74733(2*)«+ 1434066 (2*)*+ 1070672(2*)« 

+ 253941 (2*)"' + 4083 (2*)w+ (2*)", 

Aus diesen Coeffieienten folgen dann vermöge der vorhin ent- 
wickelten Beziehung unmittelbar die Coeffieienten der Deltaamplitude, 
und zwar wird: K — jfc* 

S3 = Ä;2(ft*+11.22.Ä«+20, 



Die Coeffieienten der Sinusamplitude können dann vermöge der 
folgenden Betrachtungen gefunden werden. Es ist: 

dsnu 



mithin erhalten wir: 



= cnu.dnu, 



Q. ,^ 2n.(2n-l)^ ^ 2n.(2n-l).(2n-2).(2w-3)^ ^ ^ 
Sl«=33«+ -j-g — ^a3«_i.e, + ^ 123~4' -83„_2.V--®i 

Für die einfachsten Weiche von n wird: 

«1-1+**, 

st, - 1 + Ä;* + 14*«, 

Sla = 1 + *« + 135*« (1 + *»), 

«4 = 1 + **+ 1228*«(1 + **) + 5478**, 

«j = 1 + *»» + 1 1069** (1 + *«) + 165826** (1 + *«), 

Slg = 1 + *« + 99642*« (1 + *«) + 4494351** (1 + **) + 13180268*«, 

Setzt man: 1 / 1 \ 

«-2r+*> 

so nehmen die Ausdrücke, die reciprok in Je sind, die Form an: 
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«, - 2ka, 

«,-(2Ä)«(a*+3), 

Sls-(2fc)'(«»+33a), 

% - (2*;)* (a* + 306 «» + 189), 

«5= (2it)»(«5+ 2706«»+ 8289«), 

%=-(2 kf («« + 24909 «* + 255987 «« + 68607) , 



§44. 
Anderweite Lösoiig desselben Problems. 

Die Fourier'schen Reihen, welche wir für die elliptischen Func- 
tionen gefunden haben, geben die Möglichkeit, das vorhin untersuchte 
Problem in anderer Weise zu behandeln. 

Wir hatten die Beziehung: 

^ "^ », l + 23 + 23*+.- 

Durch Umkehrung folgt hieraus: 

2) }/2-|(l + ai*'+a,**+-)- 

Setzen wir: 

3) a - 47r, 

ersetzen dann in K die Potenzen von q durch die Potenzreihen von Je 
und ordnen nach Potenzen von h, so kann der Ansatz gemacht werden: 

Ä - 2 fl: ( 1 + &, . Ä:« + ftjj . i^ + • • • ) • 
Andererseits hatten wir gefunden: 

Ersetzen wir in dieser Reihe die Potenzen von q durch die Potenz- 
reihen von k, so erhalten wir eine Darstellung von folgender Form: 

4) snu -^(JcYP^ysin(2m + l)7cv, 

wobei die Pl®^ Potenzreihen von Ä* sind, deren constantes Glied von 
Null verschieden ist. Durch DiJBPerentiation ergiebt sich: 

Krause, Doppeltperiodische Fanctionen. 1. 9 



130 § ^^' Anderweite Lösung desselben Problems. 



dsnu 
~ dk 



\i---^Q^T~^^^%^i<^^ + ^)^^ + u^(JcYPi'X^s(2m + ])xv. 



+ u^^(kYPi%sin(2m + l)nv, 

+2'2(**)'"""""*"^"^''*""^'^2*Vi,m^öK2m + 1)«!?, 

wobei die Summen in einfach angebbarer Weise zu nehmen und die 
Grössen P Potenzreihen von k* sind. Setzt man in diesen Ausdrücken 
Ä;*-=0, so erhält man, von einem Zahlenfactor abgesehen, die Coeffi- 
cienten der einzelnen Potenzen von A* in der Darstellung von snu als 
Potenzreihe von k\ Damit aber erhalten wir den zuerst von Andre 
aufgestellten 

Lehrsatz: Die Sinusamplitude kann nach Potenzen von Ä:^ 
entwickelt werden und zwar in der Form: 

s««-„„+-L_ + -^-+. ..--- + ... 

Hierbei hat Un die Form: 
«i«'=^P2,,m.u2'.m(2fw + l)w +^jp«, +!,,„. M«*+^«)s(2m + l)w; 

m und n sind positive ganze Zahlen oder Null. Die erste 
Summe ist über alle s und m auszudehnen, die der Un- 
gleichung Genüge leisten: 

w - n + 25 ^ 0, 

während für die Grössen m und s der zweiten die Un- 
gleichheit besteht: 

w-n-4-2s + l<0. 

Die Grössen p2#,m und j)2«+i,m sind numerische Con- 
stanten. 

In den einfachsten Fällen wird: 

Wo— sinUj 

Wi — ^^(sinu + sin3u) — ycosu. 
lo ^ 4 

1 9 

«2"- ^jA(l$inu + 8sin3u + sinbu) — .{Gcosu + 3cos3u) — x 2sinu, 
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Für die Cosinusamplitude gilt ein ähnlicher Satz. Da die Methode 
ganz ungeändert bleibt, so können wir uns damit begnügen, denselben 
anzugeben. 

Lehrsatz: Die Cosinusamplitude kann nach Potenzen 
von Ä* entwickelt werden und zwar in der Form: 

cnu ^ 1/q + Vi . /c^ + Vg . fc* H 

Hierbei hat v^ die Form: 

m und n sind positive ganze Zahlen oder Null. Die erste 
Summe ist über alle s und m auszudehnen, die der Un- 
gleichung Genüge leisten: 

m — w + 2s < 0, 

während für die Grössen m und s der zweiten die Un- 
gleichung besteht: ^_,, + 2s + 1^0. 

In den einfachsten Fällen ergiebt sich: 
Vq^ cosu, 

V, — T^ (— cosu + cos3u) + -jsinu. 
lü ^ '^4 

1 U ti 

Va'^^^-A—Qcosu + ScosSu + cosöu) + ,. . (4sinu + 3sin3u) — ^^cosu, 
ZOO ^04 6^ 

Wir haben uns in den beiden letzten Sätzen die elliptischen Func- 
tionen nach Potenzen von Ä* entwickelt gedacht. Denken wir uns 
dieselben nach Potenzen von u entwickelt, so ergeben sich unter Be- 
nutzung der einfachsten Fälle die Resultate, die zuerst Hermite auf- 
gestellt hat, und zwar in der folgenden Form: 

Es kann gesetzt werden: 

wobei dann die folgenden Beziehungen stattfinden: 

«m= 1 + ^ImÄ* + ^,™Ä* + • • • öm-l«^"-*, 

4*Pi,„=3»"' + »-8m-3, 

4*Pi,„= ö'^+i - (8m - 4)3"»+' + 32»»«- 32w + 17, 

4«P,„- 7»'»+» - (Sm - 12)5*'»+i + (32m«- 88m + 30)3»'"+» 

- \ (256 m» - 1056 m» + 752to + 471), 
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4*ft - 5««» - (8m - 8) 3«"» + 32m« - 48m - 9, 

4«^3 = 7«"» - (8m - 16) 52"» + (32m« - 120m + 82) 3«"» 

- i^(256m8- 288m« + 320m + 297), 

Die Formeln für die Deltaamplitude brauchen nicht näher an- 
gegeben zu werden ; da sie unmittelbar aus den angegebenen folgen. 

Aus den soeben entwickelten Formeln können durch Quadrirung 
leicht die Formeln für die Quadrate der elliptischen Functionen ge- 
funden werden und zwar genügt es die Formel für sn^u zu kennen, 
um sofort die entsprechende Entwickelung für cn^u und dn^u zu haben. 

Wir erhalten nun: 

wobei in den einfachsten Fällen wird: 

«i?^ - 2, 

«Sf)-2*Ä«(2«a«-f 9), 

«<3«)-2»Ä«(2V+27a), 

«W= 2»Ä*(2*a*+ 486««+ 189), 

«S«)« 2^«t5(2*a5+ 2016«»+ 3429a), 



§ 45.^0 
Die Entwiokelnng von lisnu und 1 : sn«u 'in Fotenzreilien. 

Durch lineare Transformation lassen sich aus den Formeln des 
vorigen Paragraphen Reihenentwickelungen für einige weitere elliptische 
Functionen ableiten, insbesondere für 1: cnn und 1 : dnu^ dagegen ist 
es nicht möglich, aus denselben unmittelbar eine Keihenentwickelung 
für l: snu zu finden. Ueber diese Reihenentwickelungen mögen die 
folgenden kurzen Bemerkungen gemacht werden. 

Es ist: 

Ä 1 1 ^7, ö«"»+i 

ö ~ ~ ^" 4 > -T^ — ?;rTT^w(2m + 1)^1?. 
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Mithin hat die Function: 

7T/ \ 1 2ä 1 



snu i2 ^n;ct; 
die Form: 

Durch DiflFerenziren erhalten wir: 

Damit ist die Form der Entwickelung von F(u) gefunden. Da nun 

1 ^. . 2« 1 
snu ^ Sl simcv 

ist, so bleibt nur noch das Problem übrig, den Ausdruck: 

2x 1 
£1 sinjtv 

nach Potenzen von k^ zu entwickeln. Wir betrachten an seiner Stelle 
die Function: o ^ ^ < x 

'"^ ^ W \s%nycv %v/ 

Dieselbe lässt sich in eine Potenzreihe von W entwickeln, deren 
Coefficienten Potenzreihen von « sind. Die Coefficienten können in 
doppelter Weise dargestellt werden. Setzen wir: 

Fy{^^i)^v^^'V^k^^^v^}&^-^^^ 



so ist erstens: 






nach bekannten Regeln in geschlossener Form darzustellen. Zweitens 
können wir aber auch von der Reihenentwickelung Gebrauch machen: 



cosec 



1 ,2(2-1)^ ^2(25-1) „ 3 ^ 
UV 1.2 * 4! 



Es ergeben sich die Coefficienten der einzelnen Potenzen von fc* 
dann in der Form von Potenzreihen von u. Mithin erhalten wir den 
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Lehrsatz: Die Function lisnu kann in der Form dar 
gestellt werden: 

Dabei ist: 



w»-VVp2,,m.w2'.5i«(2m + l)tt f y'Vpf,+i,m.H«*+^cos(2m+l)M, 






w und w sind ganze positive Zahlen oder Null. Die erste 
Summe ist über alle 5 und m auszudehnen, die der Un- 
gleichung Genüge leisten: 

2m + l- w + 2s<:0, 

während für die Grössen m und n der zweiten die Ungleich- 
ung bestellt: 2m + 1 - n + 2s + 1 < 0. 

Es möge davon abgesehen werden, die einfachsten Werthe von ü« 
und Vn hinzuschreiben. Ordnen wir nach Potenzen von w, so erhalten 
wir in den einfachsten Fällen die Resultate, die zuerst Hermite im 
81. Band des Cr eil ersehen Journals aufgestellt hat. Es ist: 



snu M ' ' • 3! ' (2m -1)! 
wobei die Beziehungen stattfinden: 

m 
4-S,„.= (- 1)-»+ 2(2«—» - 1)B„„ 

4»S,»- (- l)»'(«m - 0) + («m - 14) (2«"-» - \)B„, 

4*-Sj„- (- l)'»(32m* - 128m + 101 + 3«"—») 



+ 3 (64m« - 336m + 416) (2«'»-i - 1) B„, 



Für die Function 1 : sn*u lassen sich ganz analoge Untersuchungen 
anstellen, wir müssen aber von diesen absehen, da die entsprechenden 
Fourier'schen Entwickelungen bisher nicht gegeben worden sind. Da- 
gegen wollen wir einige andere Untersuchungen Über die Entwickelung 
dieser Functionen bringen, die im engen Verhültniss zu den Weier- 
strass'schen Theorien stehen. Dazu setzen wir: 

1 1 + fc« 



1) p(«) 



sn^u 
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Dieselbe Function kann dann auch geschrieben werden: 

^^^^ sn*u 3 sn^tt"*" 3 

Wir können diese Resultate auch folgendermassen darstellen. Es ist: 

2) p(u) — — 5 — h ^1 »= — i- + ^2 — — 5- + e», 

wobei gesetzt ist: 

l + fc'« Jd^^k^ _ 1 + k^ 

Durch Differentiation folgt: 

dp(u) 2cnu . (2nti 

j , du sn^u 

oder also: 

wenn erwogen wird, dass 
ist und gesetzt wird: 

Mithin erhalten wir: 
4) 2j>"(u)»12p(u)«~(7,. 

Die ersten Glieder in der Entwickelung von p(u) sind aus der 
Entwickelung von sn^u unmitticlbar bekannt. Jedenfalls ist der Ansatz 
zu machen: 

P W "" -2 + ^0 + c^ u* + CjU* + • • • ; 
wobei ist: 



'-'? ^1 ~ oA> ^'a 



92 ^ ffs 

20' *'"28 



Die folgenden Glieder können dann mit Hülfe einer Recursionsformel 
bestimmt werden, die unmittelbar aus unserer Differentialgleichung folgt. 
In der That, es ist: 

p" (ti) = -1 + 2 . 1 . Ci + 4 . 3 . Cg . m2 + 6 . o . C3 . n* + 8 . 7 . c^ . M« + • • • > 

mithin wird: 

(2v + 2) (2v + 1) C.+1- 6 (2c,+i+^cx.c^), 
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Wir erhalten auf diesem Wege: 

und zu gleicher Zeit das Resultat, dass alle Coeffieienten sich, von 
Zahlenfactoren abgesehen, ganz und rational durch g^ und g^ aus- 
drücken lassen. 

§46. 
Entwiokelnng der Fotensen von snUyCnUydnu in Potenareihen. 

Ausser dem Problem, die Functionen sww, cnUy dnu in Potenz- 
reihen zu entwickeln, kann auch das Problem gestellt werden, die 
Potenzen dieser Functionen zu entwickeln. Da dieses Problem natur- 
gemäss von geringerer Bedeutung ist als das ursprüngliche, so wollen 
wir uns bei ihm kürzer fassen. Die Function: 

ist eine Thetafunction von der Ordnungszahl 2» + 1 und der Charak- 
teristik (1, 1), überdies eine ungerade Function. Functionen derselben 
Art sind die Grössen: 

Hieraus folgt dann ohne Weiteres, dass der Ansatz erlaubt ist: 

■*■■■■ (2n + l)! dtt>- ' 

wobei die Grössen jR Gonstanten sind. Die Bezeichnungsweise ist die 
von Jacob i gewählte. 

Verwandeln wir u in u + i^, so erhalten wir: 

^ (2n + l)s»''* + ^M 5wu"^ 3!" du* sni*"*" '*(2wTi)'! dti^^snu* 
Erwägen wir, dass die Entwickelung von 

1 

snu 

die Form hat: 

\ + m, 

so ist klar, dass die Grössen B, von einfachen Zahlenfactoren abgesehen, 
die Coeffieienten der negativen Potenzen von u in der Entwickelung von 
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$n^n-\-i^ 



sind. Sind diese Grössen gefunden, so ist das Problem der Entwickelnng 
von sn**+*w auf das Problem zurückgeflihrt, die Function snu zu 
entwickeln. In Bezug auf diese Grössen R zeigt Jacob i einen wichtigen 
Zusammenhang mit den Kugelfunctionen, welcher kurz entwickelt 
werden möge. 

Aus dem Additionstheorem folgt: 

, . . , . 2snto.cnu.dnu 



sn 



Die rechte Seite ist der Diflferentialquotient nach u von: 

1 - l + ksnu.snw 
k ^ 1 — ksnu.snw' 

die linke Seite ist der Differentialquotient nach u von: 

^/ . (Psnu w^ . d^snuw^ . \ 

wie sich ergiebt, wenn wir dieselbe nach Potenzen von w entwickeln. 
Mithin erhalten wir, wenn wir auch den Logarithmus in eine un- 
endliche Reihe entwickeln: 

, cPsnu w^ . d^snu ufi . 

,„„.«, + ___ + ___+... 

— snu.snw -\- sv?u.sv?w '\- -^svl'u.sn^w H 



Nun ist: 

dsnw 

dw 
oder auch: 

dsnw 

dw 
Hieraus folgt: 



— cnw.dnw 



=- V(l — sn^w) (1 — k^sn^w). 



j dsmv 

dw — 



y(l - snhv){l - khn^w) 

Wir können die Gleichung auch schreiben: 

dw-^dxil-^- SRy+5R^a^+lR^x^+')y 

wo dann die Grössen R aus der Theorie der Kugelfimctionen als be- 
kannt angenommen sind und überdies gesetzt ist: 

X'^snw. 



138 § *6- Entwickelung der Potenzen von snw, cnu^ dnu in Potenzreihen. 

Hieraus folgt, wenn wir hinzunehmen, dass 10^=0^ x^O entspricht: 
w^x + RiX^+ RiX^+ R^x'^+'-p 
w^^{x+ R^x^ + R^afi + ...)»« x» + 2i{»^a;~+2 + B^")a:»+* +•■-> 

wo die Grössen JR^") zunächst verschieden von den vorhin eben so be- 
zeichneten sind. 

Setzen wir diese Werthe in unsere Gleichung ein und vergleichen 
die Coefficienten der gleichen Potenzen von snw^ so erhalten wir die 
vorhin von uns aufgestellte Gleichung: 

2n + l " 3! rfM* (2n + l)!rfw^" 

wobei nun aber die Grössen Jf^^ die ursprüngliche Definition besitzen. 
Wir können dieselben auch setzen: i 

3) Ew - *iE?M:, 

^^''^'' . (p{x)^\ + R,x + R^x'+R^o(? + ^-- 

gesetzt ist. 

Damit sind die ungeraden Potenzen erledigt. Nehmen wir nun 
die Function: ^»»»(t;) 

so ist das eine Thetafunction von der Ordnungszahl 2n mit der Cha- 
rakteristik (0, 0), überdies eine gerade Function von v. Functionen der- 
selben Art sind aber: 

»Viv), %r-\v).^,\v), %ln{v)—^, r = l,2,...n-l. 
Unter solchen Umstilnden erhalten wir: 



4) 



2»«/ 0^^»M ^Om2«. 



2n '•- U.2^ "-*du^4! 

^ «-3 dn* 6!^ rfw«"-^(2n)!^ 

wobei die Grössen R Constanten sind. Dabei sind die Grössen Bf^) zu- 
nächst verschieden von den vorhin definirten. 
Es folgt dann wie vorhin: 

1 K'U . ^itL, cp 1 



m j 

i 



ö) 



2ns«*"H 2!sn*M 4! <?«'sn*M 



■^ 6! du* sn*M ■•"■■■ -"o du»"-» sn»« "^ * ' ""' 

so dass die Constanten wieder durch die Coefficienten der negativen 
Potenzen und das constante Glied in der Entwickelung von: 
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1 

bestimmt sind. Auch hier zeigt aber Jacob i wieder den Zusammen- 
hang mit der Theorie der Kugelfunctionen. 

Hierzu gehen wir von der Formel aus: 

«... ^, . Asnu.cnu.dnu.snw .cnw.dnw 

d snu ,cnu ,dnu ^sn^iv 
"" dw \ — k^sfi?u.sn^w 
Andererseits wird: 

,, . V ,. . ^ d /dsn^u w^ , d^sn^u w^ 



+ 



d^sn*M w;^ 



Also folgt, wie unmittelbar klar: 
2snu.cnu,dnu.sn^w ^ rf / « ^^ d?sfi?uw^ d^sn^uw^ 






1 — h^sn^u . sn^w 



c d ( ^ w^ drsn^u w* d^snru w^ \ 



p Zö^(l — Ä*.sn*u.sn*«(^). 



Unter solchen Umständen erhalten wir: 

^düTJl 



1 ( w^ 






r-^oo _« „ - . ^ r--«o 



-^ W ^ l, d„»r ;„ (2^ + 2)! -4;^ ^^ '^'- (2r + 2)! 

Setzen wir nach Jacobi: 

«W-(2f)!(-l)'-SW, 
SO wird: 



Entwickeln wir /o^(l— fc^sn^ti.sw^t^) nach Potenzen von sv?u,sv?w 
und schliessen ähnlich wie vorhin, so erhalten wir die Formel von 
Jacobi: 
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2^; «-1172"^ '-»~rfi?~4!'^'" du««-« '(2;rÖ!"^ ' 

2^(4) iJ(«) iJ(8) S(2) 

^ 3.4 ^ 5.6 ^ ^ 7.8 '^^ ^ (2n-l).2«' 

wo die Grössen B nun wieder die ursprünglich definirten sind. 

In anderer Weise fasst Andre das Problem auf, indessen soll 
hierauf nicht eingegangen werden. 



§ 47.«') 

Ableitung Ton Differentialgleiohungen, denen die Thetafanotionen 
für die Nullwerthe der Argumente Genüge leisten, wenn r die 

unabhängige Veränderliche ist. 

Ehe wir die Reihenentwickelungen der Functionen Älaivk) bringen, 
wollen wir eine Anzahl von Betrachtungen über die verschiedenen 
Differentialgleichungen entwickeln, die bei unserer Theorie auftreten 
können. 

Zunächst wollen wir eine Differentialgleichung dritter Ordnung auf- 
stellen, welcher die Function ^^ aufgefasst als Function von r Genüge 
leistet, und welche zuerst von Jacob i entwickelt worden ist. 

Aus der Formel: 






folgen mit leichter Mühe die Relationen: 



Hieraus schliessen wir: 

Mit dieser Gleichung verbinden wir die bekaimte Relation: 
so ergiebt sich die Relation: 
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Nun ist aber: , 

dt 

*o --16«-^, 



Setzen wir diese Werthe in die obige Differentialgleichung ein, 
so erhalten wir die gesuchte Jacobi^sche Gleichung in der Form: 






§ 48.") 

Ableitung von Differentialgleichungen , denen die Thetafunotionen 

für die Nullwerthe der Argumente und die Grössen K und K^ 

Genüge leisten, wenn k^ die unabhängige Veränderliche ist. 

Wir haben in dem vorigen Paragraphen r als unabhängige Ver- 
änderliche angesehen. Es ist klar, dass an Stelle von t eine jede 
andere Grösse als unabhängige Veränderliche angesehen werden kann, 
die mit ihr durch irgend eine Relation verbunden ist. Wir wollen 
als solche die Grösse h^ wählen, die durch die Gleichung: 



k 



»>' 



definirt ist. Um Gleichungen mit der Unabhängigen äj* abzuleiten, können 
wir genau nach derselben Methode wie im vorigen Paragraphen ver- 
fahren, nur müssen die Differentialquotienten nach k eingeführt werden. 

Dazu bilden wir: ._ , ^ « 

afc a iTj 

dt dz -ö-g^ 
Erwägen wir wiederum die «Beziehung: 

SO können wir schreiben: 

dz*~ 



^'(».+"t)- 
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Es folgt das Resultat^ dass die sämmtlichen DifiPerentialquotienten 
von k nach t sich ganz und rational durch die Grössen Ä, d^Q und die 
DiiFerentialquotienten von ^q nach k darstellen lassen. 
Da nun überdies: 

dd'Q d&Q dk 
dt dk dz 

cPd'Q d^d'Qfdk\^ , d^o cPk 



^0 (dk\ 
^\dtJ 



+ 



dx^ dk^ \dx/ dk dt* 

ist, so folgt aus den Werthen, die für die Differentialquotienten der 
Function ^q(v) gefunden worden sind, unmittelbar die Differential- 
gleichung: 

Die Gleichung nimmt eine elegantere Form an, wenn wir an 
Stelle von d'Q die Grösse ^^^ einführen, und zwar lautet dieselbe: 

Erwägen wir femer die Beziehung: 

so finden wir für die Grösse K die Gleichung: 
2) ]c(i-]c»)^^ + (l-'iP)^-kK. 

Es ist nicht schwer, das zweite Integral derselben mit Hülfe der 
linearen Transformation zu finden. 

In der That, K wie k hängt von t ab und zwar eindeutig. Wir 
wenden die Transformation an: 

«0-0, a, 1, 60"-=!, 61 = 0, 

dann geht k in kf über, K in iK^t, Nun überzeugt man sich aber 
unter Hinzunahme der Beziehungen: 

7 2 _i X./2 1 • d rC 1 

dass die DifPerentialgleichung bei der genannten Operation ungeändert 
bleibt. Erwägt man andererseits die Beziehung: 

iE' 

SO folgt als zweites Integral die Grösse K' oder also als allgemeines 
Integral der Ausdruck: . 
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3) cK+c^K\ 

worin c und c, willkürliche Constanten bedeuten. 

Es ist nicht schwer, auf Grund dieser Differentialgleichung Reihen- 
entwickelungen für die Grössen K und iK^ aufzustellen. In der That, 
jedenfalls folgt, dass um den Punkt Ä^ — herum K in der Form 
dargestellt werden kann: 

Es folgt dieses einerseits aus dem Umstand, dass durch Umkehrung 

der Formel: ^ . ^/. /^ . « . r . na 

^2* _ 16g(l + g^ + g^+ -O^ 

'^ ""V (1 + 23 + 2g*+'..)* 

q als Potenzreihe von h^ dargestellt werden kann, deren constantes 
Glied der Null gleich ist, femer aus der Beziehung: 

Setzen wir die Reihe für K in die Differentialgleichung ein, so 

erhalten wir für die Grössen a^, a^ . . . Recursionsformeln und zwar 

lauten dieselben: . 

4ai - ao, 

Ißoj— 9ai, 



(2n)«a,= (2n-l)«a,«i 

Aus diesen Gleichungen sind alle Constanten mit Ausnahme einer 
einzigen bestimmt. Diese eine bestimmen wir durch die Bedingung, 
dass wie g = die Grösse ife* =» entspricht, so auch umgekehrt 

P = 0, g *» entsprechen soll oder K gleich — sein soll. 

Unter solchen Umständen erhalten wir für K um den Punkt h^=Q 
herum die Entwicklung: 

„ ^-f[: + (i)V+(L|)V+(i^)V....]. 

Die Reihe convergirt für alle Werthe von Ä*, die dem absoluten 
Betrage nach kleiner als 1 sind — die Werthe, deren absoluter Be- 
trag gleich 1 ist, lassen wir ununtersucht — und definirt für diese K 
als analytische Function von h^. Für die genannten Werthe von Ä* 
kann sie zur unmittelbaren numerischen Berechnung eines Werthes 
von K dienen. 
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Ebenso einfach ist eine Entwickelung für JC' aufzustellen. Es 
besteht die Beziehung: j^ 

Nun ist aber: ,g * 

oder also: j 

logq = Äir « 2logj + logip^ + 61** + • • •) 

— 2log-j- + c^Jc^-] 

Damit aber folgt für K*: 

5) K'=-^log^+F(k'), 

WO unter P(Jc^) eine Potenzreihe von Jc^ zu verstehen ist, deren con- 
stantes Glied der Null gleich ist. 

Die Coefficienten derselben können wiederum vermittelst der 
Differentialgleichung bestimmt werden. In der That, setzen wir den 
zuletzt gefundenen Werth von jK' in die obige Differentialgleichung 
ein, so erhalten wir die Beziehung: 

Aus dieser folgt dann mit leichter Mühe die Darstellung: 
2Klog^ j, 1« S«/ 9 \ 



, 1».3».5*A . 2 , 2 \,. , "I 



Auch die in diesem Ausdruck vorkommende Potenzreihe con- 
vergirt für die Werthe von Ä^, die ihrem absoluten Betrage nach 
kleiner als 1 sind, wobei wir die Werthe, deren absoluter Betrag 
gleich 1 ist, zunächst ausser Auge lassen. 

Es ist nicht schwer, zu sehen, dass wir den Fall eines allgemeinen k 
auf den soeben betrachteten zurückführen können. Es lehrt das die 
Theorie der linearen und der Transformation zweiten Grades, wie ganz 
kurz angedeutet werden möge. In der That, wählen wir die Trans- 
formation ersten Grades, bei welcher h^ in ^^ übergeht, so kann ver- 

möge derselben der Fall, dass | Ä* | > 1 ist, auf den Fall zurückgeführt 

werden, den wir behandelt haben. Ist I Ä^ | = 1, so führt etwa die Trans- 

1 — K 
formation zweiten Grades, bei welcher k in ^ übergeht, zum Ziel, 

mit Ausnahme von k^^l. 
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§ 49.*^ 

Anderweite Berechnung eines Werthes von K und K^ 

als Functionen Ton A;^. 

Wir haben im vorigen Paragraphen eine Methode gegeben, wie man 
zu einem vorgelegten Werthe von Tc^ je einen dazugehörenden Werth 
von K und %K^ berechnen kann. Es giebt aber noch andere Methoden. 
Wir wollen eine derselben kxirz andeuten, indem wir in Bezug auf 
alles Nähere auf das Werk von Scheibner „Zur Reduction elliptischer 
Integrale in reeller Form" verweisen. Dieselbe ist am besten anwendbar, 
wenn Ä* nicht nur dem absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, sondern 
daneben noch positiv. Wir wollen diese Annahme machen. 

Wenden wir die quadratische Transformation au: 

ao«2, a^^O, h^^O, h^^l 

und nennen die den Grössen Ä, Ä/, K entsprechenden transformirten 
Grössen resp. „ ,/ Tif 

so bestehen, wie seiner Zeit gezeigt, die Beziehungen: 

Dabei ist (i kleiner als k, wie unmittelbar aus der Gleichung 
hervorgeht: t . 

Setzen wir diese Operation fort, so erhalten wir eine Reihe von 
Moduln II y fti, ftj,, ..., die sich mit wachsenden Index unbeschränkt 
der Null nähern. Es folgt das aus folgendem Kriterium: 

Wenn in einer Reihe Mj, Mg, Wj, ... 



n—eo ^n 



<1 



ist, so ist liinUn=0. Nun ist aber in unserem Falle: 

fi„ "(l + ^;)3^'' 
und ebenso der Grenzwerth kleiner als 1. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. lc^=^i) soll aber g«0 oder also Jfif = ^ entsprechen. Hieraus 
folgt die Darstellung: 

Krause, Doppeltpcriodiache Functionen. I. 10 
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1 AV|f^2/^3 ' 



Mit Hilfe dieser Gleichung lässt sich der Werth von K für einen 
Werth von Ä, der nicht zu nahe an 1 ist, leicht berechnen. 
Wir nehmen zweitens die Grösse: 

K' itK 

und wenden jetzt die Transformation: 

Oo — 1, a, -0, b^^O, 6i = 2 
an. Nennen wir dann die den Grössen: 

ky ky Kj K. 

entsprechenden: ^ ,, ^ ^, 

so folgt die Beziehuni? : 

wobei bekanntlich ist: 

Hieraus folgt dann mit leichter Mühe die Productdarstellung: 






so dass wir eine zweite Methode kennen gelernt haben, um K^ als 
Function von Ä* zu berechnen. 

§50. 
Berechnung von g für ein gegebenes A;^. 

Wenn vermöge der Methoden der beiden vorigen Paragraphen für 
einen Werth von k die dazu gehörenden Werthe von K und X' bestimmt 
sind, so kann der dazu gehörende Werth von t und damit von g un- 
mittelbar bestimmt werden. Es giebt aber noch andere directe Methoden, 
die dasselbe leisten. Es möge eine derselben hier besprochen werden, die 
sich in dem Thomae 'sehen Werke über elliptische Functionen findet. 

Combinirt man die beiden linearen Transformationen, die k in -=; 

und Ä in Ä/ überführen, so folgt leicht, dass wir uns auf diejenigen 
Werthe von k beschränken können, die in dem Segment des Einheits- 
kreises gelegen sind, welches die zur imaginären Achse parallele Gerade 

1 
durch Ä — TT bestimmt und welches den Punkt k « enthält. 
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Wir gehen nun für diese Werthe von der Gleichung aus: 

Durch Division derselben mit 2(1 H-I/ä/) erhält man die Gleichung: 

1 1-yß 1-yy i^Ykf 

2 1 + 1/A:' ^^l+y/c' ^ l + Vk'^ 

Für yjv setzen wir diejenige Wurzel, die für fc «- den Werth 1 
annimmt, ferner bezeichnen wir: 

i + yy ' 

dann folgt, dass q jedenfalls als Potenzreihe von l dargestellt werden 
kann, welche kein constantes Glied besitzt, es folgt ferner leicht, dass 
diese Potenzreihe die Form haben muss: 

Durch Einsetzen ergeben sich Ilecursionsformeln, die zur Be- 
stimmung der Coefficienten führen. Man erhält die Reihe: 

Es lässt sich zeigen, dass diese Reihe für die vorhin genannten 
Werthe von k^ convergirt. 

Dazu setzen wir (/ = ^ ^7 ®^ nimmt die Ausgangsgleichung die 
Form an: 

^ = ^ — -ST + ö« — 



2» ' 2» 2 



15 



Die Umkehrung dieser Reihe wird nun, wie mit Hülfe weniger 
Schlüsse folgt, sicher convergiren für diejenigen I A | < | s ', für welche 
die Umkehrung der Reihe convergirt: 

Ueber den Convergenzbezirk der Reihe nach s können aber einige 
Schlüsse gemacht werden. In der That, wir können die Gleichung 
auch als quadratische mit der Unbekannten s auffassen. Aus ihr folgt: 



2(1 + ^» + ^) 



2 



10* 
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Es lässt sich s um Z — herum in eine Potenzreihe entwickeln 
und zwar reicht der Convergenzbezirk bis zum nächsten Nullpunkt von: 

Derselbe hat die Form: 

^"^2 + 2^ — 1/2 + 2^+212 

und ist jedenfalls grösser als — • Für eben diese Werthe kann auch 

der Quotient: 

1 

1 + ^+^ 
2« 2» 

nach Potenzen von l entwickelt werden, s auch. Unter solchen Um- 
ständen folgt, dass die obige Reihe convergiren wird, wenn: 



l + ^lZjfc2^ 2 
ist. Das ist aber für die genannten Werthe von ft' der Fall. 

§51. 
Berechnung aller Werthe von K und K* als Functionen von h\ 

Nachdem in dem Vorangehenden Methoden angegeben worden sind, 
wie für jedes &* einzelne Werthe von K und K^ berechnet werden 
können, wollen wir nun dazu übergehen, alle Werthe zu bestimmen, 
die zu einem Werthe von Ä* gehören. Wir wollen uns hierbei zunächst 
mit dem Quotienten: .^, 

beschäftigen. Es ist klar, dass einem jeden Werth von i* unendlich 
viele Werthe von r entsprechen werden und zwar haben diese die Form: 

wenn a^h^ — h^a^ ^ 1 und ferner a^ = 1 , «j zi 0, \^e^ 0, \ = lmod2 
ist, denn für diese Werthe bleibt nach den Regeln der linearen Trans- 
formation h^ ungeändert. Es kann nun umgekehrt gezeigt werden, dass 
hiermit alle Werthe erschöpft sind, die zu einem Werthe von k^ ge- 
hören. 

Wir wollen dazu die nothwendigen Bedingungen zwischen den 
Grössen t und t' aufstellen, damit die zugehörenden eindeutig be- 
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stimmten Werthe der Moduln Ä* und ^^ einander gleich sind, oder also 
die Gleichung besteht: 



Ä«r-..« 



Denken wir uns dazu für beliebige Werthe v und v' die Functionen 

^ai^yZ) und -ö-aCt/,!') 

gebildet. Diese Functionen sind eindeutig bestimmt, wenn die Grössen 
v, t; v', t' gegeben sind. Unter eben derselben Annahme gehören zu 
den Argumenten der Thetafunctionen eindeutig bestimmte Argumente 
der elliptischen Functionen, und zwar bestehen die Relationen: 

wo K und C bekannte Werthe besitzen. 

Zu vorgelegten Werthsystemen v, r; t?', t' gehören demnach ein- 
deutig bestimmte Werthe der Functionen sn(w, Ä), 5«(u', ^); cw(w, fc), 
cn(tt', ft) etc. 

Andererseits sind diese Functionen aber eindeutig bestimmt, sobald 
ihre Argumente und die Grössen Ä* resp. jia* gegeben sind. Wenn wir 
daher die Beziehimgen festsetzen: 

Kv = Ct/, 

so folgt, dass die den vorgelegten Grössen v, t; t/, r' entsprechenden 
elliptischen Functionen jedenfalls einander gleich sein müssen. Hieraus 
folgt, dass die ungerade Thetafunction mit dem Argument v und dem 
Modul T jedenfalls zu gleicher Zeit, mit der ungeraden Thetafunction 
vom Argumente t/ und dem Modul x' vei-schwinden muss. 

Nun sind die Null werthe der ersteren nach dem früheren: 

t; — r + sr 
der zweiten: 

tZ-ri + ^i^'; 

wobei r, s, rj, Sj beliebige ganze Zahlen bedeuten. 
Setzt man also t/— 1, so wird: 



setzt man i/ — t', so wird: 






wobei a, ^, y, d vier ganze Zahlen bedeuten. Hieraus folgt: 
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Setzt man umgekehrt t; = l, so wird: 

setzt man v =« r, so wird: 

77- 



also: 



ferner: 






(« + /ST)y, + (y + (JT)(Jj=r. 
Da nun x keinenfalls reell ist, so folgt: 

oder: 

(a*'-/Jy)(afi*i-/Jiyi)-»l 

a* - /Sy - «1*1 -/^i^i - ± 1- 
Da aber der Factor von % in t und t' dasselbe Zeichen besitzt, 

Damit ist alles gemacht, denn alles andere lehrt die Theorie der 
linearen Transformation. 

Wenn nun das Problem für r gelöst ist, so ist es für K und Ä"' 
auch, da la ^ 

ist. ^ 

Wir finden, dass alle Werthe K die Form haben: 

alle Werthe iK daffegen: 

wobei a, ßy y^ S die frühere Bedeutung haben. Damit ist das Problem, 
welches am Anfang des Paragraphen gestellt wurde, vollkommen gelöst. 
Auf die Bedeutung desselben in Bezug auf frühere Theorien braucht 
nicht näher eingegangen zu werden. 

§ 52.28) 

Aufstellung von Differentialgleichungen, denen die zweiten 
Differentialquotienten der Thetafunctionen für die NuU- 
werthe der Argumente und damit zusammenhängende Grössen 

Genüge leisten. 

Es ist eine Methode angegeben worden, um Differentialgleichungen 
aufzustellen, denen die Thetafunctionen für die Null werthe der Argumente 
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Genüge leisten. Es bi-aucht kaum hervorgehoben zu werden, dass 
diese Methode ausreicht, um auch für die Differentialquotienten der 
Thetafunctionen, wenn die Argumente Null sind, analoge Differential- 
gleichungen aufzustellen. Wir wollen uns auf den Fall beschränken, 
dass fe als unabhängige Vemnderliche aufgefasst wird. Dann hat es 
keinen Zweck, nach Differentialgleichungen zu fragen, denen die Grösse 
^\ Genüge leistet, denn es ist: 

Aus jeder Differentialgleichung für die Grösse ^^ kann also eine 
solche für -ö-j abgeleitet werden und umgekehrt. Anders verhält es 
sich mit den zweiten Differentialquotienten. Zunächst ist klar, dass 
man sich auf einen derselben z. B. -9^' beschränken kann, denn die 
übrigen können nach bekannten Regeln auf denselben reducirt werden. 

Es findet nun die Beziehung statt: 

Die linken Seiten können wir nach bekannten Regeln durch d^^ 
selbst und die Grössen %'a ausdrücken, wenn v — angenommen wird, 
die rechte, bei welcher an Stelle von r die unabhängige Veränderliche h 
eingeführt werden kann, enthält die Differentialquotienten von O-J,' 
nach k in sich — von den sonstigen früher näher angegebenen Grössen 
abgesehen — ; wir können unsere Gleichung also unmittelbar in eine 
Differentialgleichung verwandeln, welcher die Grösse ^J', aufgefasst als 
Function von Ä*, Genüge leistet. In den Coefficienten treten die Grössen 
^Q und Ic algebraisch auf. Hieraus lassen sich Differentialgleichungen 
ableiten, in deren Coefficienten die Grösse Tc allein vorkommt. Dieselben 
nehmen eine besonders einfache Form an, wenn wir an Stelle von -Ö-J,' 
die Grösse: 



f 



einführen. In der That, die Differentialbeziehung, von welcher wir 
Gebrauch zu machen haben, lautet: 

oder wenn wir 
setzen : 



n? 
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Somit erhalten wir für f^ die Gleichung: 

oder: 

Die letzte (ileichung kann geschrieben werden: 

Mit Hülfe dieser Gleichung ist es möglich, aus jeder Gleichung 
die wir für K aufgestellt haben, eine solche für /", aufzustellen. Nun 
folgt aber leicht, dass umgekehrt auch f^ sich durch den Dififerential- 
quotienten von K und K selbst darstellen lässt. In der That, es ist: 

also folgt: 

^^ dk 4W ^ ^ */* 

Diese Formel leistet das Verlangte. Aus jeder Formel für /"^ können 
wir eine Formel für K herleiten und umgekehrt. An Stelle von f^ 
kann hierbei /j . F gesetzt werden, wobei F irgend eine Function von k 
ist. Es entsteht unter solchen Umständen eine unendliche Formen- 
mannigfaltigkeit. Wir wollen den folgenden Fall herausgreifen. 

Wir setzen: 

dann folgen die beiden Beziehungen: 

^ dk ~ kl'* kW^ ' 

Aus der ersten Gleichung folgt unter Hinzunabiue der Differential- 
gleichung, die wir für K gefunden haben: 

dE 2-k* dK K 

dk ~ k* dk V 

^ -6 + 10A;*-2ifc* dK %-2k* 
d¥ ^ V¥ dk "^ k*kl* ' 

oder also wir erhalten die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
«) Äi'»^| + (3-5*«)g-3ÄE-0. 
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Die Integration derselben ist vollkommen durchgeführt. Das eine 
Integral ist, wie soeben bemerkt: 

») * - '- V f ' 

das andere also, welches wir durch E^ bezeichnen wollen: 

10) E,^K^-^~' 

^ ^ K OK 

Bei der Diiferentialgleichung für K entstanden die beiden Integrale 
auseinander durch Vertauschung von i und Ü. Hier verhält sich die 
Sache anders. Nennen wir die Grösse, die aus E durch Veiiauschung 
von Ä; und }i entsteht £', so folgt: 

oder also: 

'E'^K^ + k^, 

dk 

so dass zwischen E^ und E* die Beziehung stattfindet: 

11) A p 

Zwischen den Grössen E, Ei , K, K^ besteht eine einfache Relation, 

die unmittelbar aus den vorhin entwickelten Gleichungen folgt und 

lautet: ^ 

KE^-EK^ ^^, 

oder wenn wir: 
setzen: 

12) jsTJi- jjj:'«|. 

Es ist dieses die Legendre'sche Relation. 

Wir könnten nun in ähnlicher Weise die höheren DifiPerential- 
quotienten für die NuUwerthe der Argumente untersuchen, indessen 
kann das zu keinen prinzipiell neuen Resultaten führen, da dieselben 
sich rational durch die vorhin untersuchten Grössen darstellen lassen. 

§ 53.**) 

Ableitung von partiellen Differentialgleichungen für die Fnnotionen 
Ala(^) und Ent Wickelung derselben in FotenBreihen. 

Aehnlich wie wir DifiPerentialgleichungen gefunden haben, denen 
die Thetafunctionen und gewisse Verbindungen resp. Ableitungen der- 
selben für die NuUwerthe der Argumente Genüge leisten, ähnlich können 
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wir für die allgemeinen Thetafunctionen und andere mit ihnen zusammen- 
hängende Functionen Differentialgleichungen herstellen. Dieselben werden 
in totale und partielle Differentialgleichungen zerfallen. Es hat keine 
Schwierigkeit, für die Thetafunctionen totale Differentialgleichungen 
aufzustellen, indem man sie als allein abhängig von v ansieht, indessen 
sind die Formen so wenig einfacher Natur und bieten so wenig neue 
Momente dar, dass wir von ihrer Aufstellung absehen können. Bildet 
man Quotienten je zweier Thetafunctionen, d. h. elliptische Functionen, 
so gestaltet sich die Sache ungemein übersichtlich und einfach; indessen 
sind die hierauf bezüglichen Formeln entwickelt, so dass wir nichts 
Neues hinzuzufügen haben. Anders ist es mit den partiellen Differential- 
gleichungen. Für diese haben wir den Ausgangspunkt auch schon ge- 
funden, nämlich die Gleichung: 

^^ dv^ ^""^ dt' 

Dieselbe zeigte sich für die Differentialgleichungen, denen die Con- 
stanten Genüge leisten, fundamental; sie ist es ebenso für die zuletzt 
charakterisirten. Wir wollen . mit ihrer Hülfe Differentialgleichungen 
herleiten, denen die Functionen Ala(u) Genüge leisten. 

Dazu bringen wir sie in die Form: 

Nun ist: 
2) Al„{u) - %('^^- e~^^, « - 0, 2, 3. 

^^ - — -^ 2 



3) ^hiu)^^^,{v)e 



2 ' ^0 



während zwischen v und u die Beziehung besteht: 



U = TCd'^^.V. 



4) 



Die letzten Betrachtungen geben dann unmittelbar die Mittel an die 
Hand, um für die vier Functionen Ala(u) partielle Differentialgleichungen 
aufzustellen. Dieselben lauten: 

?-^««) + 2i.„?di^!0+2MI.-)^?iJÖ- + (l-*>+WM<,(.)-O, 
?;fü(«) + 2*..?^)+2*(l-i^?4iM + (, + t.„V«.)-0, 
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Diese Dififerentialgleichungen zeigen sich nun für die Entwickelung 
der Functionen Ala{u) in Potenzreihen von Bedeutung. Zunächst folgt 
aus der linearen Transformation und zwar aus dem dritten Falle der- 
selben, dass die Beziehungen bestehen müssen: 

Al^ (am, yj ^kÄl^(Uf fc); Al^llcu^ yj '^Al^iu, Je). 

Es folgt nun leicht, dass wir für die vier Functionen die folgenden 
Ansätze machen können. 

Akiu) -^C- ir^'K^Jc'- (2m + 2n + 1)! - 



5) 



^2TO + 2n4-4 

^^v -/ -«,-' (2w + 2n + 4)!' 



Ak(u) « 1 - V(- l)-+»c..„Ä;«- 



^ 



AI,(U) - 1 - V(- 1)^+» Cm^nk^-^' 



(2fw + 2n + 2)\' 



Setzen wir diese Entwickelungen in unsere Differentialgleichungen 
ein, so ergeben sich die Beziehungen: 

Om,«- (4w+4)a^,n-i+(2n+4)am-i.n-(2m+2n-hl)(2m + 2w-f2)a;„_i,n-i, 
&m,«-(4m+l)6„,„-i+(2n+l)6«-.i,n-(2m+2w+2)(2w+2n"l)6«_i,,-i, 
c,„,„ (4m+l)C;„,,«i+(4n+4)(^«i,„-(2w+2n-l)(2m+2n)c,„_i,»_i. 

In den einfachsten Fällen ist: 

aQ^o'^2, 6o,o=-l, Co,o— 1; Ci,o=2, cö,i — 1, 



femer: 



ötm,n "■ Ct«,wi; t^iii,n "^ ^i 



«i»nj 



daneben ist in diesen Formeln einem jeden Coefficienten, bei dem ein 
Index negativ ist, der Werth Null beizulegen. 
Wir können unsere Formeln auch schreiben: 



6) 



u 



u 



6 



u 



2m 



«jS *,5 4i2m-f-l 

*/2 *j4 f /2 m 



wobei in den einfachsten Fällen wird: 



(- irD„ 



u 



im 



(2m)I 



. . . , 
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J4=32(Ä;»+Ä«) + 68Ä*, 

A^ - 128(*» + Ä») + 480(Ä* + Ä«), 

^„ - 512(Ä« + *") + 3008(/fc* + **) + 5400 i«, 

Pj _ 1 + Ä« + 9(^•* + i*), 

B,- 1 + Ä;»+ 16(A;«+ Ä«) - 6Ä*, 



C.-1, 

(7, - 1 + 2*«, 

C,-1 + 6Ä;«+8Ä*, 

C^ - 1 + 12Ä;» + 60** + 32 Ä:«, 

C5-I + 20*«+ 348**+ 448*«+ 128*«, 

Cc - 1 + 30*« + 2372** + 4600*« + 2880*« + 512*»», 

A - k% 

D,-2*»+**, 

D,-8**+6**+*«, 

Dt = 32*»+ 60** + 12*« + *«, 

Dj- 128*« +448** +348*« +20 *« + *»», 

De = 512*« + 2880** + 4600*« + 2372*« + 30*»« + 12» 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass die Darstellungen der 
Functionen Ala{u) auch dazu dienen können, um die Entwickelungen 
der elliptischen Functionen snu, cnu, dnti zu erhalten. 

§ 54.«*) 

Die MnUiplioation der Thetfi- und der elliptisoheiL Fnnotioneii. 

Brate Methode. 

In einem der früheren Paragraphen ist bemerkt worden, dass zu 
jeder Transformation eine supplementäre gehört, die zur Multiplication 
fuhrt. Es folgt aus den dort angestellten Betrachtungen, dass die An- 
wendung der beiden Transformationen den Modul ungeändert lässt, 
während das Argument den n fachen Werth des ursprünglichen annimmt. 
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Unter solchen Umständen können wir als Aufgabe der Multiplication 
der elliptischen Functionen die Aufgabe ansehen, die ellip- 
tischen Functionen mit nfachem Argument, insbesondere die 
Functionen sn(nu)f cn(nu)^ dn(nu) durch die ursprünglichen 
auszudrücken. Auch hier basiren wir die Lösung dieser Aufgabe 
auf die Lösung der entsprechenden für die Thetafunctionen oder also 
wir stellen zunächst die Aufgabe, die Functionen d'a(fiv) durch die 
ursprünglichen Thetafunctionen darzustellen. 

Das Problem kann auf mannigfachem Wege gelöst werden. Zu- 
nächst giebt das Hermite'sche Transformationsprincip unmittelbar eine 
Lösung desselben. 

In der That, es folgt unmittelbar, dass die Functionen d'a(nv) 
Thetafunctionen von der Ordnungszahl n* sind, deren Charakteristik 
bei ungeradem n gleich der Charakteristik von 'ö'a(v), bei geradem n 
dagegen gleich der Charakteristik von ^3(1^) ist. Daneben folgt, dass 
d'^(nv) ungerade, die drei übrigen Functionen dagegen gerade sind. 
Hieraus folgt dann die Darstellung derselben durch Thetafunctionen 
nach den bekannten Regeln und zwar erhalten wir bei geradem n: 

1) »,(nv) = »,iv) »,(v) »,{v) ö-,(«) f'^-'[%1(v), «U«)], 



n» 



5) 



2) »,(nv) - FT[d?. (v), di(v)], a - 0, 2, 3, 
bei ungeradem n dagegen: 

3) »ß{nv) = &^{v) F-7~ [»l (v), Q%(vy], |3 = 0, 1 , 2, 3. 

Hierbei bedeuten 6j und e^ zwei beliebige, aber von einander ver- 
schiedene Charakteristiken. 

Zu demselben Resultate gelangen wir durch Anwendung des 
Additionstheorems. Dieselbe hat überdies den Vortheil, dass die Natur 
der Coefficienten klar hervortritt. 

Li der That, aus den Formeln desselben folgt immittelbar das 
System von Gleichungen: 

^Q.^^.d'Q.^^(2mv) — 2'9-o(mt;)^i(wv)0"2(wt;)^8(fnt;), 

femer: 

V- *i [(2m + l)«']*i(«) - »i*[(m + l)v\ . »a\mv) - VK»» + 1)»] • »i\mv), 
V- »di^m + l)v] »^(v) = «•,«[(« + l)e] . V(»»») - »s'[{m + 1)«] • *!*(»»«), 
V- *8[(2m + l)v]»s(v) - V[(»» + 1)«1 .VC*»") - »^'[(m + l)v] . »^\mv). 



4) 



1 



6) 
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Das Additionstheorem hätte noch zu andern Darstellungen Anlass 
gegeben. Die hier entwickelten Fonneln ergeben sich, wenn an Stelle 
der Argumente der Thetafunctionen in dem Additionstheorem gesetzt 
wird mv und mv resp. (m 4- i)v und mv. Wir können aber allgemein 
an Stelle der Argumente setzen ru und su, es ergeben sich dann 
complicirtere Verhältnisse, die von Kronecker untersucht worden 
sind. Hierauf soll nicht näher eingegangen werden. 

Aus den aufgestellten Formeln folgt nun zunächst wiederum, dass 
die Thetafunctionen mit nfachem Argument sich als ganze homogene 
Functionen von der Ordnungszahl n* der ursprünglichen Thetafunctionen 
darstellen lassen, es können aber überdies Schlüsse über die Natur der 
Coefficienten gezogen werden. In der That, führen wir an Stelle der 
Functionen 0"a(v) die Functionen Ala{tt) ein, so nehmen die obigen 
Formeln die folgende Gestalt an: 

Ali(2mu) =2AlQ(mu)Ali(mu)Al^(fnu)Al^{fnu), 

Al^(2mu) -^ Al^^{mu)Al^(mu) — Al^{mu) Al^{mu)j 

Al^{2mu) Al^\mu)AlQ\mu) -k^Al^\mu)Al^\mu), 

^Zo[(2m + l)«]4Zo(w)=il/o*l(w+l)u]4ioKw!0-A;MZ,«[(m+l)w]ilJi«(w«), 

Al,[(2m-hl)u]Al,(u) Al^''[(mi-l)u]Al^\mu)-Al,\mu)Al^^[(m-hl)ii]y 

Al^[{2m'^l)u]Al^(u)-Al^^[(m+l)u]AlQ\mu)-Al^^[{m-¥l)^^ 

{Al^[(2m-\ l)u]A1^(u)- Al^^[(m+\)u]Al^\mu)-k^Al^*[(m+l)u]Al,\mu). 

Diese Formeln geben successive die Bestimmung der Functionen 
Ala{2u)y Ala{Su) etc. und hierbei ist es klar, dass die Coefficienten 
sich ganz und rational durch die eine Grösse k^ darstellen lassen, mit 
andern Worten, wir erhalten den 

Lehrsatz: Die Functionen Ala(nu) sind ganze rationale 
homogene Functionen der ursprünglichen Functionen Ala{u) 
von der Ordnungszahl w*. Die Coefficienten lassen sich ganz 
und rational durch k^ ausdrücken, so zwar, dass die Zahlen- 
coefficienten ganze rationale Zahlen sind. 

Dividiren Avir die rechten und linken Seiten dieser Gleichungen 
durch Al^\u), so erhalten wir, wenn wir für den Augenblick schreiben: 

snu = Xy cnu^y^ dnu^'Zy 
für ein gerades n die Ausdrücke: 
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7) 



^(0)-l, 



^^ - xyzB(:>^) - xyzB'(i,') - xy0B"(z'), B{0)-n, 






C(0)-1, 
/)(0) - 1, 



für ein ungerades n dagegen: 



8) 



^(^^^''Ai^')-^w-^'i'^), 



Al^(nu) 

-ÄkiüY 



xB{x*) - xB'(y*) - xB"(s*), 



y 






^(0)-l, 
B(0)-«, 
C(0)-1, 
i)(0)-l, 



wobei ^, B, C, D ganze rationale Functionen ihrer Argumente sind, 
deren Grade unmittelbar zu bestimmen sind. In Bezug auf die Coeffi- 
cienten gilt das früher Bemerkte. 

Die lineare Transformation giebt einige elegante Eigenschaften dieser 
Functionen. In der That, schreiben wir: 

<^'(^) - ys.»^'" = y.iüny"" - Vi?;:«*'", 



9) 












. D(x*) -^S.nx»" -^S'm y"" =-'^81 e»'», 



SO sind die Grössen P, (>, E, S ganze rationale Functionen von k^. 
Wir wollen nun den dritten Fall der linearen Transformation anwenden, 

specieller gesagt an Stelle von ti und A; uns ku und -^ gesetzt denken, 
dann folgt: /^v /^v 



10) 






160 § ^^- ^^^ Multiplication der Tfaeta- und der elliptischen Functionen. 

Aus diesen Formeln folgt, dass die Functionen P,„, P^, Q^, Qln, 
Hmy -Km; Ä„; Sm ganzc Functioncn von Ä* höchstens vom Grade m sind, 
dass femer P^ und Q^a reciprok in Bezug auf l sich verhalten. 

Einige weitere Eigenschaften folgen durch Substitution halber 
Perioden und mögen ganz kurz angegeben werden. Setzen wir an Stelle 

von VW -\- -^ oder, was dasselbe sagt, an Stelle von u:U'\'iK\ so gehen 

die Functionen Alaiyi) in bestimmter Weise in einander über. Bei den 
Functionen AZa(«w) dagegen muss unterschieden werden, ob n eine 
gerade oder ungerade Zahl ist. 

Es folgen dann mit leichter Mühe die Beziehimgen: 

I. n E££E mod 2. 



11) 



A{^ = {-\y{h^^A(^. 



n-2 



«*— 4 



£(x«) - (- 1) ^ (Ar.«) ' b(^-^, 

D(.*) - Qcx^M^y 

Hieraus ergeben sich, indem man x unendlich gross werden lässt, 
die Coefficienten der höchsten Potenzen in A,B,C, D und zwar resp. 
gleich: . . 



n — % »'■— i 



(-1)»(Ä)«; {-!) * nh « , Ä«, Ä». 



12) 



M, n~A mod 2. 

Aix') = (- 1)" * \*a'*r*^^(^.)' 

B{^ » (- i)V(Ä^«)Vj (_!_), 

Hieraus ergeben sich für die höchsten Coefficienten in 4, J?, C, D 
die Werthe: 

n-l n» — 1 n — 1 n» — 1 «» — 1 n^— 1 

(- 1) » n{h) * , ( 1) » »(ft) > , (k)-^, (k)~*-. 



§ 54. Die Multiplication der Theia- und der elliptischen Functdonen. Igl 



Im Falle eines ungeraden n kann man die vier Polynome A,B,C,D 
vermöge der Anwendung anderer Substitutionen halber Perioden auf 
eines zurückfuhren, und zwar ergeben sich die Resultate: 



13) 



^(-0 - (- 1) ^ (I*) ' C{^' 



n»— 1 

8 



n»— l 






14) 



So haben wir eine Reihe von Eigenschaften gefunden, welche fiir 
die wirkliche Berechnung der Functionen ^, B, C, 2) von Bedeutung 
sind. Wir können aber überdies Regeln entwickeln, mit deren Hülfe 
die Grössen iä, B, (7, B, die zu höheren Werthen von n gehören, aus 
solchen berechnet werden können, die zu niederen gehören. In der That, 
nehmen wir dazu die Formeln, die wir fiir Ala(2fnu) vorhin gefunden, 
so ergeben dieselben für ein gerades m die folgenden Relationen — 
wenn wir uns die Grössen A,ByCyD mit entsprechendem Index ver- 
sehen denken: — 

^am-^«-*«.rc*.j/*.;er*.BJ„ 

a„ - Ca . A% - 3». f. g\ Bl . Bl, 
A« - i)5. . ^ - fc». «*. y*. e'- Bl . Gl 
Ist dagegen m ungerade, so wird: 

A,„^Ai-¥.al'.Bi, 

I),m == ^». Dl,Al^ h\ x'. y\ Bl . Gl 
Aehnlich folgt für ein gerades m: 

-^2m-f-l —-^n + l • Afn— K »Or.y ,Z , Bm+l • Bm, 

Bjm+i - Bl^t . AI, - y^ 0\ Bl . A%^i, 

Clm-l-1"* Gn + 1 'Am — OT.er. Bm-flBm, 
Bsm + l ""i^m-fl • Am— K .X .y^. Bm .Cm+l; 

für ein ungerades m dagegen wird: 

Bitn + 1 - y*. ^*. BS.+1 . 4^ - BS, . -4S,+i, 
«»Am+i - l^+i . ^5. - **a5«B». . C5.+1 • 

Krause, Doppeltperiodische Fonctionen. I. 11 



15) 



16) 



17) 



162 § ^^- Entwickelung der Jacobi'schen Methode der Multiplication. 

Andere Formen des Additionstheorems würden andere Formeln 
geben, die aber nicht weiter ausgeführt zu werden brauchen. 

Ausser dem Additionstheorem können auch noch die quadratischen 
Beziehungen, die zwischen je drei Thetafunctionen bestehen, dazu dienen, 
um Beziehungen zwischen den Grössen A, B, C, D herzustellen. Wir 
greifen die folgenden heraus. 

Es sei der Index ein gerader, so wird: 

18) ^* - C* + x\ y\ z\ B*-D*+ k*. a;». f. e*. B\ 
es sei zweitens der Index ein ungerader, so wird: 

19) A^- y*C* + x^B*- z\ Z)* + Ä». a;». i?*. 

Es sind dieses die wichtigsten Beziehungen, die zwischen den ein- 
geführten Grössen bestehen und mit den vorhandenen Mitteln abgeleitet 
werden können. Mit ihrer Hülfe ist es leicht, in den einfachsten 
Fällen die Functionen wirklich zu berechnen. Es wird: 

^=1-Ä».a:», 

(7,-1-23;*+ ÄV, 

2),= 1-2ÄV+Ä;*a:*, 

^,-l-6Ä;V+ 4Ä;«(1 + Ä;«)a;«- 3fc*a;*, 

B,-=3-4(l + P)x»+ 6ftV- it*a;*, 

G,= 1 - 4a;» + GJtV - 4Ä*«« + l^s?] 

X>s-1-4ÄV+ 6fcV- 4JkV+Vi«, 

A^- 1 - 20ÄV+ 32(1 + Ä;*)Jfc«a;«- 2(8 + 29Ä*+ 8ä*)äV+ 32(1 + /i»)Ä*a:><» 

-20i«a;"+A;»a;*«, 

jB^=4_ 8(1 + ¥):^ + 20Ä;V - 8(1 - fc«)fc»a;« - 20Ä;*a:» + 8(1 + Ä;»)^*^;'*» 

- 4*««", 

CJ^-l- 8a;* + (8 + 5Ä*)a;* - 8(3 + 4fc*)fe*a;« + 2(27 + 2ä*)ä*x» 

- 8(3 + 4i«)Ä;*a;i»+ (8 + 5Ä»)Ä*a;'*- 8*8.«"+ Ä«a;« 

T)^^\- 8Ä*a;*+ 4(5 + 2Ä*)Ä*a;*- 8(4 + 3Ä*)Ä*a;«+ 2(8 + 27fc*+ 3Ä«)ifc*a;'' 

- 8(4 + 3Ä*)Ä;*a;"+ 4(5 + 2Ä;*)Ä«a;'* - 8F. a;" + A». ««. 

Die Formeln für die elliptischen Functionen folgen unmittelbar durch 
Division aus den aufgestellten, so dass von ihnen abgesehen werden kann. 

§55. 
Entwiokelimg der Jaoobrsolien Methode der Multiplication. 

Jacob i hat eine Differentialgleichung aufgestellt, mit deren Hülfe 
die Functionen A^ B^C, D berechnet werden können. 






§ 55. EntwickeluDg der Jacobi'schen Methode der Multiplication. 103 
Die vier Functionen: 

w^Al^(u), w^i«]/*^?i(t«), w;,«l/^^i,(M), ^^s-yj^f^hi^) 

leisten, wie aus dem -friiheren leicht folgt, einer und derselben par- 
tiellen Differentialgleichung Genüge: 

1) P, + 2k^J^ + 2fc^«|? + k^u-w - 0. 

^ du^ du dk 

Hieraus folgt, dass wenn wir die Bezeichnung einführen: 

W-Al,(nu), W,^ykAk(nu), W,-y^Al^(nu), PT,- j/^^'s(««), 

die vier Functionen W, W^i? W^a? ^i ^^^ Differentialgleichung Genüge 
leisten: 

^ du^ du dk 

Da nun allgemein ist: 

dHogw /dlogw\* 1 d^w 

so können die beiden aufgestellten Differentialgleichungen geschrieben 
werden: 

^ du* ^ \ du J ^ du dk ^ ' 

4) — ^^ö— + 1-=-;^— ) +2n*k*u—^ h2n^Ä;A/*— 1^ hw***u*— 0. 

^ a«* \ du / du dk 

Wir wollen nun setzen: «^ 

so nimmt die Differentialgleichung für V die Gestalt an: 

e^V^ / a^y ^ 2«« (^ . k^u) ^ + 2n«Ä*'« ^-?:- n«(«^- 1) '-^- 
aw* \ du / \ du J du dk ^ ^ du* 

oder auch, da die Beziehung besteht: 

d*logw 



du* 



— — k*sn*Uy 



6) ^+2n^(^^+ÄJ«M) ^/+2n^ÄJÄ'«tr+w'(»»'-l)'t*^w»«*^-0. 

Nun setzen wir: * 

7) 0?!— — «V*5nu 

und sehen V als Function der beiden unabhängigen Veränderlichen Xy^ 
und Ä; an. 



164 § ^^' Entwickelung der Jacobi^sclien Methode der Maltiplication. 
Da die Beziehungen bestehen: 



d 



80 nimmt die Differentialgleichung die Gestalt an: 

Für die Grösse a;, ergiebt sich ans dem vorhin Bemerkten un- 
mittelbar die Differentialgleichung: 

du* ^\ du )^ \ du ^ ) du ^ dk 

oder auch: 

5^ + 2 Ä + Ä«u) ^^ + 2U-^^ - 0. 
du^ \ du J du dk 

Unter solchen Umständen können wir die Differentialgleichung für 
V schreiben: 

^ \du/ dx^ ^ ^ du^ dx^ dk^ "^ ^ ' 

oder auch: 

+ 2nU-'»^^+ n*(n« - 1) «,* F- 0. 

Es ist dieses die gesuchte Differentialgleichung. Sie kann ver- 
einfacht werden, indem man die Hülfsgrösse einführt: 

Die Form derselben wird dann: 

+ n*(»»-l)a;,»F-0. 

Wir haben x, als unabhängige Veränderliche eingeführt. Ebenso 
hätte man die Grössen: 



§ 65. Entwickelung der Jacobi'schen Methode der Multiplicatiou. Ig5 






einführen können. Es ergeben sich dann analoge DifiPerentialgleichungen, 
die kaum näher aufgestellt zu werden brauchen. 

Es ist die soeben entwickelte Differentialgleichung zuerst von 
Jacob i aufgestellt worden. Die Anwendung zur Berechnung der 
Multiplicationsformeln ist eine einfache. Beschränken wir uns zunächst 
auf die Function F, so ist dieselbe für ein beliebiges n gleichbedeutend 
mit der Function A{pß^\ oder also: 

Setzen wir: 
so folgt: 

Da nun sich unmittelbar die Gleichung ergiebt: 

J>m(Ä)-l)m(y)> 

so folgt, dass j)m(^) eine ganze rationale Function von a ist, deren 
Grad die Zahl m nicht übersteigt. Setzen wir diesen Werth von V in 
die Differentialgleichung ein, so ergiebt sich durch Gleichsetzen der 
Coefficienten gleich hoher Potenzen von x^ die Belation: 

11) (2m + l)(2m + 2)i>;„+i+ 4w(n«- 2m) «j)^ + 4w*(l - a*)^ 

+ (na-2m + l)(n«- 2m + 2)|)^«i-0. 

Es ist dieses eine Beziehung zwischen drei auf einander folgenden 
Grössen p. 

Aus ihr ergeben sich die einfachsten Werthe, wenn wir hinzu- 
nehmen, dass Pq^'I ist: 

Pi-O, 

n\n* - 1) 



1>2- - 



3.4 



2n*(n«-l)(n«-4)a 
P»- — 37576 ' 



166 § ^' ^^^ Multiplication der Theta- und elliptischen Functionen. 

So wird z. B. für den Fall « =- 5: 

F-l-50a:i*+280aV-5(25 + 128a«)V+32(23a+16a*')a;i^«-20(15+48a«)a:i** 
+ 720aa;/*- 105x/«-160aa;j"+(62+ 64a«);r,«»-40aXi«+ öx,"^, 
für n = 6: 
V-i^ x^^^ - lOSiCi* (1 - x,^^) + 896 axi« (1 ^ a;i«*) - 12 (37 + 288 a») a:i«(l - x^«^) 
+ 1536(3« + 4:a^)x,'\l-x,'') + 4(621 + 3360«^+ 1024 a^) Xi"(1-ä:i") 

-f 384(33« + 32a3)a;ii*(l-a;i8) + 1-26(15 +128««) V«(l-V)- 

Haben wir in dieser Weise für V das Problem gelöst, so haben 
wir es im Falle eines ungeraden n zu gleicher Zeit für die übrigen 
Grössen F,, T^g, Fg gelöst, da diese nach angegebenen Regeln aus V 
entstehen. Im Falle eines geraden n ist freilich eine solche Keduction 
nicht möglich. In demselben muss mit den Functionen Fj, F,, F^ ver- 
fahren werden wie mit F. * 

§56. 

Die Multiplioation der Theta- und elliptiBOhen Funotionen. 
Bestimmnng der Coefftbienten mit Hülfe von Theilwerthen. 

Wir wollen das Multiplicationsproblem jetzt in der folgenden 
Weise lösen. 

Nehmen wir an, dass n eine ungerade Zahl sei, so fanden wir für 
d'^{nv) die Form: ^,_j 



^,(nv)^^,{v)F ^ Wiv),&,'(v)l 



n«-l 



ter 



WO die Function F eine ganze homogene Function — ^ — Ordnung 
bedeutet. 

Wir können auch schreiben: 

n* — 1 
wo B eine ganze rationale Function von sn^u vom Grade — — be- 
deutet. Eine solche ist bis auf eine Gonstante bestimmt, wenn man 
ihre NuUwerthe kennt. Diese sind zu gleicher Zeit die NuUwerthe von: 

Nun wird aber Äl^(nu) dann und nur dann Null, wenn: 

nw-2m£:+2WiiJ£:' 

« 

ist, wobei m und m^ ganze Zahlen bedeuten. Geben wir m und m^ 

w — 1 
alle Werthe 0, ± 1, ± 5, . . . ± — ^ — , so erhalten wir im Ganzen n* von 

einander verschiedene Werthe. Für die entsprechenden Werthe: 



§ 56. Die Muliiplication der Theta- und elliptischen Functionen. ](57 

-tt = = 

n 

werden aber die Werthe von snu alle von einander verschieden sein. 
Wir erhalten deragemäss auf diese Weise alle Wurzeln der Gleichung: 

snuB($n^u) — 0. 
Wir können dieselben^ wenn wir von m « 0, w^ «=■ absehen, so 

theilen: n — 1 n — 1 

m« 1,2,... — g— > Wi — 0, ±1, ± 2,... ± — g— ' 

IW ■— 0, Ml ■« 1, 2, 3, . . . — ^ — ; 

und die entsprechenden negativen. Da sn^u für ± u denselben Werth 
annimmt, so können wir unter solchen Umständen schreiben: 

wenn wir unter « die vorhin hingeschriebenen Werthe: 

2mK+2miiK' 
n 

verstehen und das Product über die angegebenen Combinationen er- 
strecken. Die Constante ergiebt sich unmittelbar, wenn wir u -= 
setzen. Wir erhalten schliesslich die Formel: 



9 



In genau so einfacher Weise sind die übrigen Theta- resp. -4 Z- Func- 
tionen zu behandeln. Es ergeben sich die Formeln: 

^) 4ti«F -Ha -**^~*« •*"*")' 

Alf,(uy J-^\ cn*a ) 

5) ^^, - d„«/Tf 1 - k^'J^sn^u). 

Im Falle eines geraden n modificiren sich die Resultate. 
In demselben wird: 

wobei B{!in^u) eine ganze rationale Function von sn^u vom Grade 
n* — 4 ist. Es handelt sich wieder darum, die sämmtlichen NuUwerthe 
derselben zu bestimmen. Offenbar haben dieselben wiederum die Form: 



168 § ^6- ^^6 Multiplication der Theta- und elliptischen Functionen. 

ti« 9 

n 
wo nun aber m und m^ die folgenden Werthe anzunehmen haben : 



♦n- 0, Wi-±l,±2,...±(|-l) 



m 



±l,±2,...±(|-l), m,-0,±],±2,...±(|~l) 



^ 1 O ** 1 



■" — 2' *»!=- -1; - 2,... -(^2 — ij; 



m 

w — 1, J,...^ — 1; ^i"" 2^ 



m 



-1,-2,. ..-(|-l); m,--|. 



Wir theilen dieselben wieder in zwei Gruppen. In die eine nehmen 
wir die Werthepaare: 



m 



1;2,...|--1; mi«0,±l,...±(|--l),~: 



dann erhält die andere die entsprechenden negativen Werthe. 
Verstehen wir nun unter «j die Grösse: 

2mK+2mJK' 
n 

wobei m und w^ beliebige Paare aus der ersten Gruppe bedeuten, so 
folgt die Formel: 

Genau so einfach ergeben sich die Resultate: 

wobei «2 die Form hat: 

2mK+{2m^ + l)iK^ 

n 

und 2w und 2m^ + l die Werthe annehmen: 
2w:0, w; 2Wi + l:l, 3,... n — 1; 
2m:2,4,...n-2- 2mi + l :± 1, ± 3,... ±(n - 1). 



«2 



§ 56. Die Moltiplication der Theia- und elliptischen Functionen. IQQ 
Drittens wird: 



wobei «3 ist: 



«3 



^ (2m + l) K + 2m,iK' 

n 

und 2m + 1 und 2in^ die folgenden Werthe annehmen: 

2m + 1:1, 3, 5,... n — 1; 2m^:0j n, 

2m + 1 : 1, 3,. . . n - 1; 2mi: ± 2, ± 4, . . . ± (n — 2). 

Endlich viertens wird: 

Äl^(nu ) Yl( sn«M\ 

wobei «4 ist: 

_ (2m + l)g+(2mi + l )ig^ 

* n 

und 2m + 1 und 2mi4-l di© folgenden Werthe annehmen: 

2m + 1 : 1, 3, . . . n - 1 ; 2mi + 1 : ± 1 , ± 3, . . . ± (« — 1). 

Aus den soeben entwickelten Formeln können eine grosse Reihe 
weiterer wichtiger Relationen abgeleitet werden. Wir deuten die Art 
derselben nur an. Nehmen wir an, dass n eine ungerade Zahl ist, so 
folgt aus unseren Formeln: 

£ [O- — k^sn^u . sn^a) snnu « nsnuj^ J\l 1— j« 

Durch Substitution halber Perioden folgt hieraus: 

/J(l _ ü^) _l_ ^ JL/J(i_ l_^). 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar die Constantenrelation: 

10) n^''k'^^'~^^Yl8n^a. 

Setzen wir andererseits: 

X — snu, 

so erhalten wir die Gleichung: 

11) JJ(1 - k^m^ax^)snnu - nx]J[(l - -V) - 0. 

Bei gegebenem snnu können wir diese Gleichung als eine alge- 
braische Gleichung mit der Unbekannten x ansehen. Die Wurzeln 
derselben sind leicht zu bestimmen, wenn man erwägt, dass snnu 
ungeändert bleibt, wenn an Stelle von u gesetzt wird: 

4mK+4m,iK* 



u + 

n 
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Dieselben ergeben sich unter der Form: 



X 



— sniti + 



n 



wobei m und m^ alle Werthe von bis n — 1 annehmen können. Wir 
können daher unsere Gleichung auch schreiben: 



12) 



/7[,_,„(„ + i!'i^d_Ü??ii^)] = o. 



Durch Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von x 
ergeben sich eine Reihe von Relationen, unter denen wir die einfachste 
und wichtigste herausgreifen: 

lo) nsnnu — > »« > wiiswl m -\ 1- 



Genau so einfach ergeben sich die beiden Relationen: 

14) (- ly^ncnnu -^2cn{u + ^üK+A!^^, 

15) (^ ly^ndnnu -2'2'^«(« + ^'"^V" — )' 

Von der Aufstellung weiterer Relationen möge abgesehen werden. 



1 



§57. 

Die Multiplication der Theta- und elliptisclien Functionen. 

Vierte Methode. 

Bei den bisherigen Methoden haben wir d'ainv) aufgefasst als Theta- 
function von der Ordnung w^ und sie nach gegebenen Regeln durch 
die ursprünglichen Thetafunctionen dargestellt. Die Coefficienten sind 
dann auf doppeltem Wege hergestellt worden. Wir können aber ganz 
allgemein so vorgehen, dass wir auf irgend eine Weise eine Theta- 
function von der Ordnungszahl n* bilden, die dieselben Nullwerthe wie 
^a(nv) besitzt. Eine solche kann sich dann von '^•«(nv) nur um eine 
Constante unterscheiden. 

Nehmen wir nun an, dass n eine ungerade Zahl sei und bilden 
das Product: .___. / *^ i ^ ^\ 

wobei m und Wj die Zahlwei*the annehmen können: 

o,±i,...±^, 

so ist dasselbe eine Thetafunction von der Ordnungszahl w*, die die- 
selbe Charakteristik und dieselben Nullwerthe besitzt wie d'i(nv). 
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Hieraus folgt: 

Die Constante ist durch Specialisirung von v leicht zu bestimmen. 

Der Ausdruck für dieselbe nimmt zunächst eine etwas complicirte 
Gestalt an, erwägen wir aber die Beziehung: 

1 

und nehmen die Productentwickelung der Thetafunctionen hinzu, so 
ergiebt sich nach einigen leichten Rechnungen der Werth: 

Damit haben wir eine dritte Darstellung von d'^(nv) gefunden, 
aus welcher unmittelbar durch Substitution halber Perioden die Formeln 
gefunden werden können: 

^„(«.) - (- if^cU^oiv + ^±^^), 



2) 



»—1 
^,(n«) - (- 1) * c 



U#,(t; + 



m + 



n— 1 



l*8M-(-l) « c]J»,(v + 



n / 



Aus den Formeln für die Thetafunctionen ergeben sich unmittelbar 
die entsprechenden für die elliptischen Functionen und zwar erhalten wir: 

n-i»'-i 2mK+2m,iK' 



3) 



snnw — (— 1) ^ k ^ llsn\u + 



n 



)' 



cn n« - (^^j » l l cn [u + — )> 

.„„«-(■f ?/!.„(»+ ?^!^±^). 



Diese letzten drei Formeln können dazu dienen, um einige der im 
vorigen Paragraphen entwickelten Formeln auf anderem Wege abzuleiten 
und zwar indem man die Glieder paarweise in bestimmter Weise zu- 
sammenfasst — indessen kann von dieser Ableitung füglich abgesehen 
werden. 

Diese Formeln können dazu dienen, um interessante Constanten- 
relationen abzuleiten. Wir erhalten u. a. die folgenden eleganten Formeln: 
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§ 58. Die Multiplication der elliptischen Functionen. 



n— 1 



4) 



(-1) '« . rr, „, 2m K+ 2tn,iK' 
f^\^ TT v2»»2r+2tn,»Ä:' 



n«— 1 



J. J. n 

Hierbei ist das Product auf alle Werthe w« 0,1,2,... 



n-1 



m'-O, ±1,±2,...± 



n-1 



auszudehnen mit der Beschränkung, dass 



für m «= 0, m' nur die positiven Werthe 1, 2, 3, . . . ^ annehmen darf. 

Für gerade Werthe von n sind ähnliche Formeln abzuleiten. 



§58. 

Die Mnltiplication der elliptisohen Functionen. 

Methode von Kiepert. 

Kiepert hat eine einfache Darstellung der Multiplication der 
elliptischen Functionen gegeben, die kurz in folgender Weise entwickelt 
werden möge. Setzt man: 



1) 



m 



*i*(f) 



und bildet die Determinante: 

i,/"W,/"'(f,),-/^<-''>(«») 

|i,^(f.),rK),.../^-»)K) 

wobei Vj, t?27- •• Vn vollkommen beliebige Argumente bedeuten, so ist 
das Product: a^^n 

a = l 

eine ganze transcendente Function der Grössen Vj , . . . t;„. Man über- 
zeugt sich leicht, dass es in Bezug auf ein jedes v« eine Thetafunction 
von der Ordnungszahl n ist, welche für die Werthe 



Va— Vi, Va-^Vg,... Vc 



V. 



verschwindet. Hieraus folgt mit leichter Mühe die Formel: 
in welcher c eine Constante bedeutet. 



§ 68. Die Multiplication der elliptischen Functionen. 
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Von dieser Formel, die nach richtiger Bestimmung der Constanten 
zuerst von Hermite angegeben worden ist, kann man gemäss eines 
von Frobenlus entwickelten Grenzüberganges zu der Kiepert'schen 
Multiplicationsformel gelangen. 

Dazu setzen wir: 

Vi — v, Vg — t; + A, t?3 «= t; + 2h, . . . v« — v + (w — 1)ä. 
Bedient man sich der bekannten Bezeichnung: 

^f{v) - f{v + Ä) - f(v), 
so wird D übei^eheu in den Ausdinick: 

1 f(y) . . . /■("-»)(«) 

^f(y)... ^/•(— »)(») 



A 



Hieraus folgt: 



c 



A 



J'-^f(v) . . . J'-if('-»(v) 

j 1 m... 

A 



77[(a - /J)A] 77(a - /J) 



Jf{v) 



J • ' 



h 







J'-if(v) z/»-Y'"-*'(«) 



A"- 



- — • • • 



Ä«-i 



Setzen wir demnach Ä =- 0, so wird: 






/•(«-i)(t;)... /•(««-») (v) 



wobei Ci jedenfalls eine Constante bedeutet. Dieselbe wird am ein- 
fachsten bestimmt, indem man links und rechts nach Potenzen von u 
entwickelt und die Coefficienten von m~"'+^ vergleicht. Die Formel 
gestaltet sich besonders einfach, wenn wir die Function Äli{u) und 
die Function: 

4) F(u) . ^ 



sn^ti 



einführen. Dann erhalten wir die Kiepert'sche Formel 



5) 



Alilu)"' 



F^'-^u)... J'(»«-»)(«) 
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§ 59.2«) 

Die Transformation n^®° Grades der Thetafonotionen. 

Erste Coeffloientenbestimmnng. 

Nachdem wir in den letzten Paragraphen eine Reihe von Anwend- 
ungen der Transformation ersten und zweiten Grades auf verschiedene 
Probleme gebracht haben, wenden wir uns nunmehr zu der Theorie 
der allgemeinen Transformation zurück. Hierbei können wir, ohne der 
Allgemeinheit der Untersuchungen Abbruch zu thun, annehmen, dass 
der Grad 71 eine ungerade Primzahl ist, wir können uns ferner auf die 
repräsentirenden Transformationen von der Form beschränken: 



1 



r n 



I n 

I 1 



die wir auch in der einen Form zusammenfassen können: 

t I 

r t, '' 

Es ist zunächst leicht nachzuweisen, dass wir berechtigt sind, hier- 
bei anzunehmen, dass r ein Multiplum von 1() ist, also die Form 1(55 
hat, während ^ ein vollständiges Restesystem nach dem Modul ^j, durch- 
läuft, etwa die Werthe 0, 1, ... ^j — 1. 

In der That, wenden wir auf den Repräsentanten: 



die lineare Transformation: 



1 1 





r 


n 


1 





m 


li 



an, worin m eine noch näher zu bestimmende ganze Zahl bedeutet, 
so erhalten wir für die aus diesen beiden zusammengesetzte Trans- 
formation die folgende: 

I r + mn n 

Nun lässt sich die Grösse m stets so bestimmen, dass: 

r -f fnn 

eine durch 1() theilbare Zahl wird, und zwar nur auf eine Weise so, 
dass dieselbe gleich 105 wird, wobei J einen der Werthe 0, 1,...« — 1 
annimmt. Hieraus folgt ohne Weiteres die Richtigkeit der Behauptung. 
Wir betrachten nun die Function: 

wobei A die Charakteristik [^, Ä] bedeutet und t/, z' die bekannten Werthe 
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4) 



2) 



besitzen, wobei aber von vornherein nur Repräsentanten zu Grunde 
gelegt werden. 
Dann ist: 

ferner ist die transformirte Function zugleich mit der ursprünglichen 
gerade oder ungerade. Hieraus folgt, dass die transformirten Functionen 
Thetafunctionen u^^ Ordnung mit derselben Charakteristik wie die 
ursprünglichen sind. Dieselben können nach angegebenen Regeln durch 
die ursprünglichen ausgedrückt werden. Die einzige Schwierigkeit, die 
hierbei zu überwinden ist, besteht in der Bestimmung der Constanten, 
welche in den fertigen Formeln auftreten. Wir wollen zunächst auf 
dem folgenden Wege vorgehen. Jedenfalls können wir den Ansatz 
machen " 



3) 



8 



i-1 



Setzen wir: o. g 



c+.^iC«)»?-'^- 



i 



». 



e„-*a(0,T'), Ä-^,, 



e* 



'2 



V 



0. 



Ö - -Q2' 
2 



t*'« Ä03*t/— TCtd^H ^ ^^<* ^ MU, 



a-« 



so können wir unsere Gleichungen folgendermassen schreiben: 



e.& 



2^0 



e, 



cn{u\c) 







%»'o 



^o"(») 



c,«';cM"(M,Ä) + ..c,+i^g.ö-»-»cn(M,Ä)dw»-*(M,ifc), 



t-1 






Wir denken uns in diesen Gleichimgen die elliptischen Functionen 
sn(w,A;), cn(w, fc), rfM(w, fc) sowie ihre Producte nach Potenzen von u 
entwickelt. Die Coefficienten sind dann ganze rationale Functionen 
von Jc^ oder, was für unseren Zweck ausreicht, rationale Functionen 

von d'a- 
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Ebenso denken wir uns die Functionen: 

s n (u\ c) , cn (u', c), dn (w', c) 

nach Potenzen von u! entwickelt. Die Coefficienten sind rationale Func- 
tionen von da- Da nun die Beziehung besteht: 

SO können wir die Entwickelung auch nach Potenzen von u fort- 
schreitend auffassen — die Coefficienten sind dann rationale Functionen 
der Grössen ^a und Sa- Endlich können wir setzen: 

Auch hier kann die Form der Coefficienten näher präcisirt werden. 
Es ist: ^'^' „1 

wobei F und F^ ganze transcendente Functionen von u resp. u! dar- 
stellen, deren Coefficienten sich ganz und rational durch fc* resp. c* 
darstellen lassen. Hieraus folgt: 

wobei O eine Potenzreihe von u bedeutet, deren Coefficienten sich, 
rational aus den Grössen d'a und da zusammensetzen lassen. 

Wir können aber auch von diesem Resultate absehen und die 
Grössen ^, c?,, dg,... sämmtlich als Unbekannte ansehen, ohne dass die 
Schlüsse, auf welche es bei unseren Untersuchungen ankommt, an All- 
gemeinheit verlieren. 

In der That, denken wir uns unsere Entwickelungen in das 
Gleichungssystem eingesetzt und die Coefficienten von u^, u\ , . , u^*"^^ 
links und rechts einander gleich gesetzt, so erhalten wir 4r lineare 
Gleichimgen mit den 

w + 1 , 

Unbekannten: 

^19 ^; * • • ^4-1; ttg^ u^, . . . aar» 
i 

Wächst daher r, so können wir die sämmtlichen unbekannten 
Grössen auf mannigfache Weise als rationale Functionen der Grössen 
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d'a und da ausdrücken und erhalten überdies zwischen diesen Grössen 
unendlich viele Beziehungen, mit anderen Worten, wir erhalten den 

Lehrsata: Alle Constanten, welche bei der Transformation 
n*®° Grades auftreten, lassen sich rational durch die Grössen 
d^a und On ausdrücken. Zwischen diesen Grössen selbst be- 
stehen unendlich viele Beziehungen. 

Die Zahl der Thetarelationen, die wir auf diesem Wege erhalten, 
lässt sich durch die folgenden Bemerkungen vermehren. Ei*stens kann 
die lineare Transformation angewandt werden. In der That, sind: 



t 
Ml 



und 



t' 



zwei beliebige Repräsentanten, so lassen sich immer zwei lineare Trans- 
formationen: 



«0 «1 


und 


«0 «i 


&0 &1 




K K 



derart bestimmen, dass: 



«0 <h 




t 




t' 




o'o< 


hii 




l<> 




i't[ 




KK 



ist. Die Richtigkeit dieses Satzes zeigt eine einfache Rechnimg. 

Unter solchen Umständen können die Sätze der linearen Trans- 
formation unmittelbar auf die Gleichungen angewandt werden, welche 
zwischen den ursprünglichen und den transformirten Thetafunctionen 
bestehen und zur Vermehrung derselben dienen. 

Zweitens zeigt sich die folgende Bemerkung von Bedeutung. Wir 
fanden, dass zu jeder Transformation: 

6o &i 



eine andere von der Form gehört: 

-6n 



-«1 



Es ist dieses die zu der ursprünglichen supplementäre Transformation. 
Die Aufeinanderfolge beider Substitutionen führt zur Multiplication. 
Dieser Umstand macht dieselbe zur Auffindung von Thetarelationen 
besonders geeignet. 



Krause, Doppeltperiodischo Functionen. L 



12 
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1) 



ös-^o 



§60. 
Die Transformation dritten Grades. 

Wir wollen einige Anwendungen der allgemeinen Gesetze bringen 

und zunächst den Fall 

w « 3 
näher ins Auge fassen. 

Für denselben wird: 

fo'dniu^c)^^^ =- c,»,'dn\u,k) + c,^,9,'dn(u,k)cn\u,kl 

Setzen wir in diesen Gleichungen: 

u - w' « 0, 
so ergeben sich die folgenden Beziehungen: 

2) do-c„ 

3) doVÖ» = c, VÖo + c,««ö-»*Öo, 

4) clo»o% - c, *,»9, + e,»^»», 00 • 
Differenziren wir einmal und setzen dann: 

so ergiebt sich: 



<-i 



5) (— 1) * dß . ^ . 02 • öj « Cg-ö-j . -ö-g. 
Durch zweimaliges Differenziren erhalten wir: 

6) c?,«-,»-c,V, 

In dieser Weise können wir beliebig weit fortgehen, indessen 
'wollen wir hierbei stehen bleiben. 

Durch eine einfache Verknüpfung der aufgestellten Gleichungen 
erhalten wir neben der Bestimmung der beiden Constanten c, und c^ 
eine grosse Anzahl einfacher Thetarelationen. 
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Zunächst ergiebt sich aus den drei ersten Gleichungen die wichtige 
Relation: 

dann aber folgen ähnlich einfach die folgenden: 

11) <«V- V - 2^(VV+ »0%% 

12) <«e,* + *,* - 2», .6,(^4- -fy 

13) <»0,* - »,* - 2fr,*, ^((- 1)'"^<0,« + n). 

Von diesen Gleichungen repräsentirt eine jede ein System von drei 
Gleichungen, von denen die beiden anderen durch lineare Transformation 
aus ihnen entstanden sind. So kann z. B. das System, welches zu 
der zweiten Gleichimg gehört, geschrieben werden: 



14) 



'0"« 



t\ 0/ - V = 2 -^ (V 0.« - %* 00«), 
<*. 00* - V - 2 1*^ (fr,* 0,» - fr,»0,»). 



Aus diesem System ergiebt sich ohne Mühe ein weiteres: 

15) <«0,« - 3fr,* - 2(- l)^<fr,0,(fr,0, - fro0o)- 
Aehnlich einfach wird: 

16) (fr,«0,»- fr,*Ö,*)(fro'0,*- VÖo*) - 2fr„fr,0o0,(fr,»0o*+ fro* V)- 
Durch Multiplication der rechten und linken Seiten je zweier der 

drei Gleichungen, welche durch die letzte Gleichung dargestellt werden, 
erhalten wir ferner: 

17) fr,«0o» - fro»0,» -= 2fr,0,V'fro-^«.e„.0,. 
Ergänzen wir die linken Seiten der durch die Relation: 

<». 0,* + fr,* - 2fr, . 0, (^«' + 1^*) 

dargestellten Gleichungen zu Quadraten, so erhalten wir ein Gleichungs- 
system, welches wir in der Form darstellen können: 

18) («0.» ± fr,«)»- 2fr,0, [^* (l + (- 1)-^') + ^' (l T (- 1)'"^-')]- 

12» 



19) 
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Diese Relationen nehmen eine besonders einfache Gestalt an, 
wenn wir einen der Repräsentanten herausgreifen, z. B. ^ — 3 setzen. 
Dann folgt: ^ 

[3V(0,3r) - »,T- 4^,.ö-,(0, 3r)^-^ , 

[3*,«(0, 3r) + VP- 4^2 • ».(0, 30^r|^)- 

So können wir weitergehen, indessen mögen die aufgestellten 
Formeln genügen. 

Bei der Anwendung der supplementären Transformation fassen wir 
uns kürzer. Dieselbe ergiebt die Gleichungen: 

^%n(3«, Ä) ^(^^^^j = <0, W(< c) + 4 J, . 0,*c«(< c) rfnV, 4 
^'d«(3«,Ä)|'(fj'!) - d,d^dn\iJ,c) + 4e,.0,«d«(t«',c)cn»(u',c), 

«,-1 ^0 "^0 v^;^ / 

Setzen wir in diesen Formeln w = m' «- und nehmen die Ent- 

wickelunir an: cl /o^, \ 

e 0-0(3!;, t), 

so erhalten wir die Gleichungen: 

20) '^i-ci-^, 

21) dX'», = W»o + <^A^'K 

22) rf^ö«»^, - c; v^o + <4ö,ö,'*o- 

DiflFerenziren wir einmal und setzen dann « — 0, so wird: 

23) (-l)"^<,.*,.*,.<-</,.0,.0,. 

Weitere Coefficientenvergleiehungen mögen nicht vorgenommen 
werden. Aus den aufgestellten Gleichungen ergiebt sich die Relation: 



und die beiden mit ihr durch lineare Transformation zusammen- 
hängenden. 

Die Verknüpfung dieser Gleichung mit einer früheren ergiebt dann: 



-) i^ym-'i)-'^-"'- 



1) 



I 
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Hiermit wollen wir mit den Thetarelationen abbrechen und nur 
noch die folgende Bemerkung machen. Die Relation: 

ist homogen in Bezug auf d-a und 0«. Führen wir die beiden Moduln 
ein, so ergiebt sich nach FortschafiFen der Wurzeln die Gleichung: 

26) (A« - cy « 128k^c\l - fc«) (1 - c*) (2 - c« - Ä* + 2k^c^), 
die sich schon in den Fundamenten findet. 

§61. 
Die Tranaformation fünften Grades. 

Für den Fall n = 5 nehmen die Transforraationsgleichungen die 
folgende Form an: 

+ «8*2*»* <'"(«> k)dn*(u,k), 
+ Ca»t»t*dn(u, k)cn*(u,k), 

Setzt man Jn diesen Gleichungen u — «' — 0, so erhalten wir die 
drei Gleichungen: 

2) <^-c,, 

3) V-Öj.do- CiV-Öo+ Ci WÖo+ c,*,*,*»«, 

4) K%^o = Ci ^«'Öo + c,*,«*,»0o + Cs V*»Öo. 

DifiFerenziren wir einmal und setzen nach der Differentiation 
« = tt' — 0, so ergiebt sich die Gleichung: 

5) <6j . 0jrfo ~ ■ö'g^s'i» 

differenziren wir zweimal, so ergiebt sich nach dem Nullsetzen der 
Argumente: 

6) »a*di — *»*Cj, 

7) t*»^% . 0,*d„ - 2d, V*.*ö, - 5c, d,6 Vöo + c,*,»e-8*0o(2*,* + 3 V) 

+ Ci,*,*8*0o (4 V + *»*), 

8) <* VÖ8*Ö8<?o- 2d, VVÖj= 5c, V*/öo+ c,d,«Vöo(3V + 2V) 
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Bei diesen Gleichungen wollen wir stehen bleiben. Sie geben 
erstens eine Bestimmung der Transformationsconstanten und zweitens 
eine Anzahl von Thetarelationen. 

Die Constanten sind unmittelbar bestimmt^ so dass wir uns auf 
die Aufstellung von Thetarelationen beschränken können. 

Die vier ersten Gleichungen ergeben durch Elimination von Cj, <^, Cs 
die Gleichung: 

9) -ö-o^sög — 'ö'o'^a^s + ^2^3 ^0 — ^%%%} 

die wir auch in die Form bringen können: 

9a) ' -^^^ 4. ^2^8 _ ^0^« _ ^ 

00 0J, 02^8 00^2 

oder 

9b) -0 + -^ _ ^8 -- ^ Pp§ß%_, 

^0 ^9 ^Z ^0^2^9 

Unter Hinzunahme der anderen Gleichungen erhalten wir die 
Relation: 

sowie zwei ähnliche, die aus ihr durch lineare Transformation abgeleitet 
werden können. 

Ferner ergiebt sich: 

11) <'0.* + V- 2VÖ.(^ +ß)-^l^^^'>'^o'+ *«*^«*) 

nebst zwei ähnlichen Gleichungen, , 

Die vorletzten Gleichungen lassen sich durch einfache Operationen 
in die Form brii^en: 

(«•o»»- »Ayi»A- »Ay- 2»o»A9»W- V- V- ö«*- ».*• 0.*), 
12) (^,0,- »sQ»)\»o%+»Ay=^»o»»%%W- 0.*- V- 0«*- V. 0,*), 

(^0«- *s0o)'(*o0,+ ^*0o)*-2^,^s0,0,(*,». 0s*- V- 00*- *.*• 0«*)- 
Hieraus folgen unmittelbar durch Division je zweier Gleichungen 
die Formeln: 

*S08(*O0. - »Ay = «•,0»(*O02 + «-»00)*, 

13) *,0,(*,0, - *,0,)* - «-000(^005 + «•»0o)*, 

*20,(^«0» - *»0,)* •= *O0O(*O0. - *«0o)*- 

Femer erhält man aus einem der früheren Gleichungssysteme, indem 
man die linken Seiten zu Quadraten ergänzt: 

14) W- *0,*)*- 2^4* (V0,*- V0O*- V 0A 

und ebenso zwei ähnliche Gleichungen. 
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Femer kann auch hier die supplementäre Transformation zur Ab- 
leitung neuer Formeln dienen. Wir begnügen uns damit, das ent- 
sprechende Oleichungssystem aufzustellen und die einfachsten Relationen 
aus demselben abzuleiten. 

Das Gleichungssystem lautet: 

^' 'W+ W9,*sn\u', c) + (f,% . %*sn*(u',c), 



15) 



a 6 ^n(wf, 



---00 dn(««) ---,-,- 










= c; B^^cn\u\ c) + ciög^Oj» cn\u\ c)dn\u\ c) 

+ ^3 öj d^^dn(u', c)cn\ii, c), 
-c',02'^sn5(w',c)+r'202»e3«sn8(u',c)-h4ea.03*s«Kc). 



Durch Nullsetzen der Argumente erhalten wir: 

K») d^-c;, 

17) Q^^^^dl - ci0,»*o + <4ö,»ö,*^o + <^s VÖ«^, 

18) 9o^»A - ci 0,»*o + <iA*^z^»o + <^A %*K 
Durch Differentiation ergiebt sich die Gleichung: 

19j ^i^a^s^-ögös^. 

Aus diesen vier Gleichungen erhalten wir die Relation: 

20) 0003^2 - »002^3 + 0208^0 " <i^0^2^«- 

Hiermit wollen wir abbrechen. 



§ 62.«') 

Die Transformation der Thetafanetionen. Zweite und dritte 

Methode mit Hülfe von Theilweirthen.- 

Wir wollen jetzt in etwas anderer Weise verfahren. Jedenfalls 
können wir setzen: ^ , 

1 

Nun wird '9^i(t/, t') gleich Null für alle Werthe: 



VB 



V — 



wenn « -^ 1 ist für < — « und e 
beliebige ganze Zahl bedeutet. 



n K . 

r — 16| ist für ^*- l und v eine 
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Hieraus folgt, dass für alle diese Wertlie auch die rechte Seite 
verschwinden muss und damit erhalten wir ohne alle Mühe die Gleichung 
— wobei n ungerade vorausgesetzt ist: 

1) C.*.(^, r') - »,(v)fj [^.»(t'). V(^')- V(t')*i*(^)]- 



1, 



n-1 



Durch Substitution halber Perioden erhalten wir aus dieser Formel 
unmittelbar die entsprechende für die anderen Thetafunctionen. In der 

That, vermehren wir v um ö*** + ö*'*i^' ®^ ^^^^ ^ vermehrt um: 

Hieraus folgt die Richtigkeit der Behauptung und wir erhalten 
die Formeln: 

(-lp'c.»o(t/, t^) = *o(f)I7[V(«')V(^)- ^i*(«')*x*(^)]' 



2) 



(-i/«'c»,Kt') =*.(«)J7[v(tOV(^)-V(«)*»'(~)]' 



#— 1 



(-1) « c»,(t/,T') =*,(t;)J7[v(f)vC^)- v(f)»,*(^)]- 

In diesen Formeln bedeutet C eine und dieselbe Gonstante. Es ist 
dieses die zweite Darstellung der transformirten Thetafunctionen. Wir 
können aus ihr unmittelbar eine dritte ableiten. 

In der That, es ist allgemein: 

Setzen wir daher: 



V€ 

w « — ; 
n 



so können wir die folgende Formel hinschreiben: 

WO Cj in leichtangebbarer Weise mit G zusammenhängt. Aus der- 
selben folgen dann die Darstellungen: 



4) 



(- 1)' V C, . *,(t/, r') - *,(»)JJe, (t; + ^) #. (« - ^)> 
(-l)^Q.*,(t/,t')-*,(t;)/T*,(« + ^)*,(t;-^). 



Es ist dieses die dritte Darstellung der transformirten Theta- 
functionen. Auch in ihr tritt eine unbekannte Constante C7j auf, welche 



§ 62. Die Transformation der Thetafunctionen. Zweite und dritte Methode. 185 

mit C in bekannter Weise zusammenhängt. Wir wollen versuchen, 
den Werth derselben zu bestimmen. Wir müssen dazu einen Hülfs- 
satz entwickeln. 

Bekanntlich ist: 

2^^{y, 2r)^,(t;, 2t) « ^^^^{v), 

Durch Multipliziren der rechten und linken Seiten erhalten wir: 
2«-o(0, 2r)Ö'o(2v, 2r)^,(t;, 2x)»^(y, 2x) - «•»••»oC») «'»(»') «•,(»)• 
Femer besteht die Gleichung: 

2«-,(0, 2t) ^,(0, 2t) V(0, 2t) - V. V- V, 
mithin ergiebt sich durch Division: 

»g(«> 2t) »^{v, 2t) fr,(2«, 2t ) »,(t>)»,(t>)»o(t>) 
<^»(0, 2t) #,(0, 2r) a-,(0, 2t) . fl-s • «•» • *o 

Wenn nun n eine ungerade Zahl bedeutet, so ist: 



n^A^-n^i) 



wobei in beiden Fällen das Product nach v zu nehmen ist von v = 1 
bis V «=» n — 1. 

Hieraus folgt dann unmittelbar, dass der Ausdruck: 

ungeändert bleibt, wenn r durch 2r ersetzt wird — wobei das Product 
genau so zu nehmen ist, wie vorhin. Die hierbei vorkommenden 
Werthe von v lassen sich in Paare anordnen: 

2i/, n — 2vy 

wobei V jetzt die Werthe annimmt: 

1 2 ^^^- 

Da nun die Beziehungen stattfinden: 

»'CiUC^y ».CtI—'C^-)' ».©-».(^')' 

80 stimmt der zuletzt betrachtete Ausdruck bis auf das Vorzeichen 
überein mit dem Quadrat von: 



n — 1 n — 1 n— 1 

»7^- *2~- »7' 
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wobei das Product nach v zu nehmen ist von 1 bis — ^ — . Daraus 

folgt leicht, dass auch dieser Quotient ungeändert bleibt, wenn r durch 
2t, 4 r, 8 r etc. ersetzt wird. In Folge dessen kann man den Werth 
dieses Ausdrucks dadurch bestimmen, dass man x über alle Grenzen 
wachsen lässt, so zwar, dass g = wird. 
Für 5 « ist aber: 

Daraus folgt als Werth unseres Ausdruckes: 

wobei das Product nach v von 1 bis — -- - auszudehnen ist. Der Werth 
dieses Productes ist aber bekannt, und zwar gleich: 

(-1) - 

2 « 

oder auch gleich: 

2 » 

wenn die in der' Theorie der quadratischen Reste gebmuchliche Be- 
zeichnung gebraucht wird. Wir erhalten somit die Formel: 

^) ^-/T».(^)».a*.(^)-(i)».-».--.-- 

Nach dieser Hülfsbetrachtung kehren wir zu der Betrachtung und 
zur Bestimmung von (7, zurück und zwar soll dieselbe für den Re- 
präsentanten: 

1 

vorgenommen werden. In diesem Falle ist c =• 1 zu setzen und unser 
Gleichungssystem erhält die Form: 



6) 



W— 1 

(- l)^C,*,(nt;, «r) = »,(v)YJ»,{v + ^) ^,(t; - ^), 

II ~" 1 

(- l)~^C,»,(nv, nr) - &,(v)]^l»,{v + ^) »,(v -^)- 
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Hieraus erglebt sich unter Hinzuuahme der Formel: 

die Beziehung: 






oder auch: 



1,«— 1 1, «— 1 



''^nM^) -nM^H^H":) 



l,n— 1 l,n— X 

oder also: 



oa<^) -v-nnM-H^H^y 



n-1 n-1 

'2 '' « 



Das Vorzeichen- bestimmt sich dadurch — wie aus einer der 
früheren Gleichungen, etwa aus der Gleichung für d'^(nv^nT) folgt, 
indem man q ^ setzt und hinzunimmt, dass dann 

C, - (- 1)"^' 
wird. Nehmen wir nunmehr unsere Hülfsformel hinzu, so folgt: 

-"-TT /2v\ r- "^-i '-— ^^ 

Damit sind wir in diesem Falle zum Ziele gelangt. Für die 
übrigen Repräsentanten kann in analoger Weise verfahren werden. Wir 
können um so eher davon absehen, das näher auszuführen, als durch 
geeignete lineare Transformationen aus dem einen Repräsentanten die 
andern abgeleitet werden können. 

§ 63. 

Die Transformation der elliptischen Fnnotionen. Bestimmung 

der Ooefüoienten mit Hülfe von Theilwerthen. 

Indem wir die transformirten Thetafunctionen durch einander 
dividiren, erhalten wir die transformirten elliptischen Functionen, und 
zwar werden sich ebenso ' viele verschiedene Formen ergeben wie bei 
den Thetafunctionen. Es würde sich demgemäss zunächst eine Dar- 
stellung darbieten, bei welcher die Coefficienten sich rational durch 
die ursprünglichen und die transformirten Thetafunctionen für die Null- 
werthe der Argumente darstellen lassen. Da die hierbei auftretenden 
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Gesetze ziemlich complicirter Natur sind, so wollen wir von dieser 
Methode zunächst absehen und sofort die zweite Methode nehmen, bei 
welcher von den Theilwerthen Gebrauch gemacht wird. 

Dividiren wir die hierbei gefundenen Ausdrücke für 

^i(f/yt') und '^8(t/,r') 
durcheinander und setzen t; «= t/ -» 0, so erhalten wir das Resultat: 

oder wenn wir die elliptischen Functionen einführen and das Argument, 
welches dem Argument s der Thetafunctionen entspricht, durch ci be- 
zeichnen: 



Genau so einfach ergiebt sich: 

3) vd-vi'TJ 



«-1AJI 



oder auch: 

4) y^ = (Yi^y 



Vermöge dieser Formeln sind die transformirten Grössen Yc und ]/{/ 
zu bestimmen, wenn die entsprechenden ursprünglichen Grössen und 
die elliptischen Functionen für die Theilwerthe von Perioden bekannt 
sind. Nunmehr können die fertigen Transformationsformeln hergestellt 
werden. Durch Division von '9'i(t/, r') durch ^o(*^; O erhalten wir 
das Resultat: 

<-i n_ sn*{u, k) - sn* ( — , Je) 
(-1) «Y^sn(ti',c)«Psn(t/,fc)JJ ^;^— , 

oder mit Benutzung der vorhin gefundenen Formeln und bei einfacher 
Schreibweise: 



ö) 
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s«(«', c) - (- 1) « P,.P„ 



sn 



2 



f.-n 



('^)*»'(^) 



cn 



2 



(=^) 



2 



sn 



•n('-f^\^iTO-*'-««-T)- 



Differenziren wir links und rechts nach u und setzen t* « m' — 0, 
so ergiebt sich: 

6) Jfcf= " 



«^.dn*^ 



n 



so dass auch der Multiplicator eine bekannte Grösse ist. Mit seiner 
Hülfe nimmt die Formel für die transformirte Sinusamplitude die 
Form an: 



7) sn(Mu,c) — Msn{ 



->nj'-;^;;k)'n(i-*''"'"'"''^)- 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Die transformirte Sinusamplitude ist eine ra- 
tionale Function der ursprünglichen, und zwar ist der Zähler 
eine ungerade Function vom Grade «, der Nenner eine ge- 
rade Function vom Grade n — 1. 

Analog lassen sich die beiden anderen Functionen berechnen. 

Zunächst wird: 



8) 



n 

^Jc«(«',c)-(^)'p,.P„ 



2 



cn 



»n/i 



sn^u 



sn^c 



VCD 

n 



i 79 2 2^^ 

: 1 — KTsn'usn^ — ? 

n 



wobei der Abkürzung halber gesetzt ist: 



9) 



snc 



cnu 
dnu 
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Wir können die Formel auch folgendermassen schreiben: 
10) cn(Mu^c) -= cnul / /l -— irz:! • 1 — k^sn^usn* — 



\ snrc — 
\ n 



Unter solchen Umstanden erhalten wir den 

LehTBatz: Die transformirte Gosinusamplitude lässt sich 
als Product der ursprünglichen Cosinusamplitude und einer 
rationalen Function der ursprünglichen Sinusamplitude dar- 
stellen. Zähler und Nenner sind gerade Functionen vom 
Grade n — 1. 

Drittens wird: 



11) 



±dniu',c)--Lp^.P^, 



vca 



^'-W-'i 



? 



P^^dnuJJ^ (l - A«5n»M.sn«(;-^): (l - Jfc^sn'wsn«^): 
oder also nach einer früheren Formel: 
12) dw« c) - dn « JY(i - *'. sn^u . sn^c -^) : (l - k\ sn^u . sn« (^)- 

Unter solchen Umstanden erhalten wir den 

Lehrsata: Die transformirte Deltaamplitude lässt sich 
als Product der ursprünglichen Deltaamplitude und einer 
rationalen Function der ursprünglichen Sinusamplitude dar- 
stellen. Zähler wie Nenner sind gerade Functionen vom 
Grade n — • 1. 

Die soeben gegebene Darstellung der transformirten elliptischen 

Functionen kann zur Entwickelung einiger wichtiger Formeln benutzt 

werden. 

Setzen wir: , 

k « snUf 

so kann die Formel, die wir für sn(u\c) gefunden haben, in die Form 
rebracht werden: 



o 

TT / _ - f/ ia\ r.M - Tnr / 1 \ 

k^sn* — 
n 



'77('*-"'T)-f-C'')IT/'- 



Diese Gleichung kann als eine algebraische Gleichung mit der Un- 
bekannten X vom Grade n angesehen werden. Ihre Wurzeln haben 
die Form: 
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sn \u + ]} fi: 0, 1, . . . n — 1 

so dass wir die linke Seite auch schreiben können: 

j[j Lc — sn{u + -^j • ^:(), l,...n — 1 

Dann ergiebt sich aber durch Vergleichung der Coefficienten von 
a;*"^ die Beziehung: 

13) ^,„(„',,)-2'-(« + -'^> 
Ganz analog ergeben sich die Beziehungen: 

14) (_,)^'»^„(^,e)-2'-(» + ^). 

« 

15) (-1) » Mdn(u',c)=2d«(« + ^)> 

wobei fi die Werthe annimmt: 

0, 1, ... n — 1. 
Wir können die Formeln auch schreiben: 

jt sn(u, c) ^ snu + y^,sn(u + -^ j + sniu )^ 



16) 



'i-i 



(-1) * -T^ ctt(u',c) " cnu + ^,cn[u + -^ ) + cn{u )' 

i-iy*~ Mdn{u!,e)~dnu+^dn{u+^) + dn(u- ^), 
wobei nun aber (i die Werthe annimmt: 

1 '^^. 

Wir können diese Formeln auch als eine weitere Darstellung der 
transformirten elliptischen Functionen ansehen. 

Die Vergleichung weiterer Coefficienten giebt Anlass zu weiteren 
Beziehungen, indessen möge von ihrer Aufstellung abgesehen werden. 

Bei diesen Betrachtungen ist, wie nochmals hervorgehoben werden 
möge, n als ungerade Zahl angenommen. 

§ 64.2«) 
Definition und Hanpteigensohaften der Modulfanotionen. 

Wir haben im Vorangegangenen eine Reihe eindeutiger Functionen 
von T kennen gelernt, wie die Thetafunctionen für die NuUwerthe der 
Argumente, rationale Verbindungen derselben etc. Unter ihnen sind 
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solche, wie die Quotienten zweier Thetafunctionen, welche für gewisse 
lineare Transformationen ungeändert bleiben. Diese geben Anlass zu 
der folgenden Definition: 

Eine Modulfunction ist eine solche eindeutige Function 
von r, welche ungeändert bleibt, wenn t entweder der Ge- 
sammtheit oder auch nur einem Theil der linearen Trans- 
formationen o 

y d 

unterworfen wird, so dass, wenn ^(r) eine solche Function 
ist, die Relation stattfindet: 

y +^ 

Bleibt ^(t) durch zwei Substitutionen S und S^ ungeändert, so 
bleibt es auch durch das Product derselben ungeändert. Wir wollen 
nun sagen, alle Substitutionen, welche ^(r) ungeändert lassen, bilden 
zusammen eine Gruppe. Wir schliessen uns damit dem Sprach- 
gebrauche an. Ganz allgemein sagt man nämlich, eine Anzahl von 
Transformationen bildet eine Gruppe, wenn das Product je zweier der- 
selben wieder unter ihnen enthalten ist. 

Wenn nun eine solche Gruppe G alle Transformationen und nur 
diejenigen enthält, durch welche ^(r) imgeändert bleibt in dem Sinne, 
dass die Gleichung: 

eine Gleichung: 

y + dr' 



♦a-rl:)-«- 



r — » 



nach sich zieht, so dass die Transformation 

y d 

in G enthalten ist, so sagen wir: ^(t) gehöre zur Gruppe G. 

Es ist nicht schwer, einzelne solcher Modulfunctionen aufzustellen 
und die zugehörige Gruppe zu bestimmen. Nehmen wir zuerst die 
Grösse Ä*, so bleibt dieselbe für alle diejenigen linearen Transformationen 
und nur für diejenigen ungeändert, bei welchen die Congruenzen statt- 

^^^^^' ar-1, ^ = 0, y-0, d^lmod2. 

Dieselben bilden offenbar die Gruppe, zu welcher k^ gehört. Alle 
Transformationen können aus zwei zusammengesetzt werden, die durch 
die Gleichungen charakterisirt sind: 
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Nehmen wir zweitens die Function: 

so bleibt diese erstens für alle vorhin definirten Transformationen un- 
geändert; zweitens aber auch für die Transformationen des zweiten 
Falles, für welche: 

a = 0, ß = l, y = l, d = Omod2 

ist. Offenbar bilden auch diese eine Gruppe, und zwar können wir die 
Transformationen derselben zusammensetzen aus denjenigen, die den 
Gleichimgen entsprechen: 

Der Beweis folgt leicht. Erstens können wir alle Transformationen 
des ersten und zweiten Falles auf diesem Wege erhalten, ferner keine 
andern. Wir können also sagen Ä*(l — Ä*) gehört zu der Gruppe von 
Transformationen, die sich aus den zu den Gleichungen: 

gehörenden zusammensetzen. 

Drittens ist es nicht schwer, eine Function herzustellen, welche für: 

r' — T + 1 und r' — 

t 

d. h. für alle linearen Transformationen ungeändert bleibt. 

In der That, jede ganze symmetrische Function der Grössen: 

A 8 A 8 A 8 

wird durch die Transformation: 

r'-r + l 

nicht geändert, während sie für die Transformation: 

t 

in sich selbst multiplicirt mit einem leicht angebbaren Factor über- 
geht, der von der Ordnungszahl der Function abhängt. Der Quotient 
je zweier zu derselben Ordnungszahl gehörenden Functionen hat dann 
die verlangte Eigenschaft. Die einfachsten symmetrischen Ausdrücke 
nun, aus denen sich alle übrigen ganz und rational herleiten lassen, 
sind die folirenden: 

Kraase, Doppeltperiodiache Funotionen. L 13 
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Bilden wir den Quotienten: 

so haben wir eine Function der genannten Art gefunden. Wir be- 
zeichnen sie mit j(t) und nennen sie die Invariante. 

Auf ähnlichem Wege können wir weiter fortgehen und noch eine 
unendliche Fülle weiterer Functionen bilden, sehen aber zunächst 
davon ab. 

Wir haben bisher nur die Bedingung festgesetzt, dass die zu be- 
trachtenden Functionen eindeutig von t abhängen, wir wollen jetzt 
die weitere Bedinguhg hinzufügen und in Zukunft stets bei- 
behalten, dass sie mit k^ in einem algebraischen Zusammen- 
hang stehen. 

Für diese Modulfunctionen nun gilt der folgende fundamentale 

Lehrsats: Wenn^(r) zur Gruppe G gehört und x(y) durch 
die Transformationen von G ungeändert bleibt, so ist x(x) 
rational durch ^(r) ausdrückbar. 

Zunächst ist x(r) eine algebraische Function von if{t), und ^(t) 
kann als algebraische Function von Ä' jeden Werth annehmen. Zu 
jedem Werth von ^(t) gehört aber nach Voraussetzung nur ein Werth 
von ;u(t) und daher ist x(t) als einwerthige algebraische Function 
von tlf(r) rational. 

Specialisiren wir, so können wir z. B. die folgenden Sätze aus- 
sprechen: 

Jede Modulfunction, welche durch die beiden Vertausch- 
ungen: , . ^ # 1 

ungeändert bleibt, ist eine rationale Function von k'.WK 

Ebenso folgt: 

Jede Modulfunction, welche durch die beiden Trans- 
formationen: , , ex I ^ 

r = r + 2, r ^ 



1 + 2t 
ungeändert bleibt, ist eine rationale Function von K^. 

Jede Modulfunction, welche durch die beiden Vertausch- 

"^^8«^= r'-r + l, T'»-i 

z 

ungeändert bleibt, ist eine rationale Function von j(t). 

Derartige Sätze können in grosser Fülle aufgestellt werden und 
es wird gerade Aufgabe der nächsten Paragraphen sein, mit Hülfe der 
Transformationstheorie neue Modulfunctionen aufzustellen. 
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§ 65.^) 

Einfalimng der Hermite'sohen (p-^ ^- und %-Fnnotionen. 

Verwandlnngstsfeln derselben« 

um die in der Transformationstheorie aufgestellten Gleichungen 
zu entwickeln, ist es noth wendig, einige Functionen zu untersuchen, 
deren wichtigste Eigenschaften zuerst von Her mite aufgestellt worden 
sind. Nach Definition ist: 

Führen wir die Productdarstellungen der Thetafunctionen ein, so 
können wir schreiben: 



1/p Ki-g)(i-g^ ( i-g^)--- Y 

y^ VC1 4. /»VI 4- /J»V1 4. «»^ 7 



(l + g)(l + g»)(l + «»)... 

Diese Form legt den Gedanken nahe, an Stelle von Yk und yW 
die Functionen zu betrachten: 

1) 9W-V23 (i + 3)(i + 3.)...' 

2) ^(^)_(l-g)(l-3').... 



nit 



(i + ff)(i + «^... 



wobei g*— e ® gesetzt ist und für ]/2 der positive Werth zu nehmen 
ist. Die soeben definirten Functionen sind dann eindeutige Functionen 
von r. Um unsere früheren Sätze auf dieselben anwenden zu können, 
d. h. mit ihrer Hülfe Modulfunctionen und algebraische Gleichungen zu 
finden, müssen wir die lineare Transformation der beiden Functionen 
ausführlicher betrachten. Hierbei ist die einzige auftauchende Schwierig- 
keit eine Vorzeichenbestimmung, da ja die lineare Transformation der 
beiden Functionen: ^^^y ^^^ ^^^y 

im Früheren durchgeführt worden ist. Wir wollen aber von den früheren 
Resultaten ganz absehen und die lineare Transformation nach dem Vor- 
gange von Schläfli ganz unabhängig folgendermassen entwickeln. 

Wir beschränken uns zunächst auf den ersten Fall der linearen 

Transformation : 

aQ= 6| = 1 mod 2, 6^= a^ ^ 0fnod2 

und nehmen überdies an, dass: 

a^=: 1 mod 4: 
ist. 

13* 
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Dann folgt ähnlich wie früher, dass eine solche Transformation 

h \ 
in die Form gebracht werden kann: 



«0«1 




1 




1 




1 




1 


\\ 




1 a. 




1 A 


• • • 


1 «. 




1 ßn 



wobei aj,...a„, ß^,.,,ßn gerade Zahlen bedeuten, die positiv oder ne- 
gativ sein können, von denen femer entweder «j oder ß^ oder beide 
der Null gleich sein können. Ein inneres Element gleich Null an- 
zunehmen liegt keine Veranlassung vor, da: 



1 




1 




1 




1 


1 a 




l 




1/J 




1 a+j8 



ist. Um einen möglichst einfachen Fall vor uns zu haben, wollen wir 
annehmen, dass n gleich 2 sei, also die Gleichimg betrachten: 



«0 «1 




1 




1 




1 




1 


&o6i 




1 a, 




Ißi 




1 «» 




Iß» 



Dann folgt: 

a^ •« 1 + /J^ofg ^^ 1 + ß^a^mod 16, 

<^i-ßi + ft + Äfta2^ ßi + ft Wöd8, 

*0 "" «1 + «2 + «l«»/*! = «1 + «2 + /'l«2(«l + «2 — «2) ^0^ 16, 
61 « 1 + tti/Si + «ift + «2/^2 + «l/'l«2ft- 

Genau so würde im allgemeinen Falle folgen: 



3) 


a^- \ + Mmod\% 


wenn wir setzen: 


a^ — B mod 8, 


^ -= «1 + a, H an, B '^ ßi + ß^ + 


-^i'"«2+ «sH «"? 


• 


•2 ^ «8 + • • • «n, 



ßn, 



-4,-1 



a 



»> 



M 

N 



ßlAi + ß^Aj-i ß„-iAn-l, 

AM-(ß,A,*+ß,A,* + --ß„-Ul-i). 
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Es sind dann Ä und B durch 2, M durch 4, N durch 8 theil- 
bar. Da unter solchen umständen: 

2ÄM^^0fnodlß 
ist^ so folgt: 

0^1^ = Ä + N + AM modle 

Nun ist aber: 

Ä^{Ai-2) = 0mod8y 
also: 

ßiAj*= 2-4i/Ji modle etc., 
also: 

^ - Oö&o = ^(Aßi + -ig/J» + . . .) - 2(ao - 1) mod 16. 
Femer ist nach Annahme: 

also: 

2 = ao + 1 mod4f 

2{a,-l) = {a,--l){a,+ l)modl6 
oder also: 

Dieser Ausdruck ändert sich nicht, wenn a^, &o, a^, fcj in — a,,, — 6^, 
— aj -- 61 verwandelt werden. 

Genau so wird: 

5) B ZI a^öi + Oq^ — 1 mod 16. 

Hiermit ist die Hauptschwierigkeit überwunden. 

In der That, in den einfachsten Fällen sind wir ohne Weiteres im 
Stande, die lineare Transformation auszuführen. 

Nach Definition ist: 

*^"^ (l + j)(l + 2»)(l + 2»)... 
Hieraus folgt: 



Äl 



6) g)(t + 2)«c*g)(r). 

Femer folgt nach Früherem, dass jedenfalls sein muss: 

7) 9'(-^)-±K^), V» (- ^) - ± 9)(t), 

SO dass also nur die Zeichenschwierigkeit zu heben übrig bleibt. 
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Setzen wir x — i, also t -* , so wird: 



femer: 






*(0- 



(1 



0(1- g-»")... 



(1 + C-«) (1 + «^o«) . . . 
einen positiven Werth annehmen. Hieraus folgt, dass wir zu setzen 



haben: 



8) 



9> (- -) = *W> 



Aus diesen und den früheren Gleichungen folgern wir: 



nta 



9) 



g,(t - a) = c « 9)(t), 



Aus diesen Substitutionen, bei welchen a und ß gerade Zahlen sind^ 
können wir aber die allgemeinen Transformationen des ersten Falles 
zusammensetzen, denn es ist: 



1 




1 




1 




1 ß 


1 tt 




M 




a 1 




1 



Hieraus folgt, dass, wenn 0^= 1 modA, h^^l mod2, 6^= a^—O mod2 
ist, dann allgemein die Relation stattfindet: 



Nun ist aber bekanntlich: 

(-)- 

also erhalten wir das Resultat: 
10) 






8 



8 



9>(4 



» 8 



tff 









8 



9(r). 



Da die Ausdrücke sich nicht ändern, wenn die vier Transformations- 
zahlen mit entgegengesetzten Zeichen versehen werden, so fällt die Be- 
dingung: 



aQ = l mod4: 



fort und es bleibt nur die Bedingung: 

00 = 1 mod2. 
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Damit ist der erste Fall yollkommen erledigt. Es braucht kaum 
hervorgehoben zu werden, dass die anderen entweder analog oder aber 
durch Anwendung specieller Transformationen aus dem soeben be- 
handelten abgeleitet werden können. Wir begnügen uns damit, die 
Resultate anzugeben. 

I. ao = 1 , «1 = 0, 6o - 0, bi = l med 2. 

II. a^^O, öi = l, &0-1; h^ = 0mod2. 
g,(r')-(|)«'«'"^W. 

III. «0=1, «1 = 1, ho=0, bi = lniod2. 

IV. «0 = 1, «1 = 1, &o=l; b^ = 0mod2, 
V. Oq = 1 , «1 = 0, 6q e; 1 , ^1 = 1 mod 2. 



VI. «0=0, «0 = 1; ^0-1; bi = lmod2. 



'p(^') - (f ) 



2\ -^Oo6o 1 



In allen diesen Foi-meln ist gesetzt: 

Genau so einfach ist die ^(t)- Function zu behandeln. Die ent- 
sprechenden Formeln können aus den obigen unmittelbar mit Hülfe 
der Beziehung: 

hergeleitet werden. Sie lauten: 
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n.*(r')-(|)e-^"%(T), 
IV. VW = (|) «^ 



'* k 1 

in ^ 



^ ]e ® — T^; 



VI. vCro-r^"**'-?^ 



Es sind diese Tabellen zuerst Ton Hermite aufgestellt worden. 
Ausser diesen beiden Functionen ^(t) und ^(t) betrachtet Hermite 
aber noch eine dritte Function, welche sich nach mehrfacher Richtung 
hin Ton Bedeutung gezeigt hat und auf welche daher kurz eingegangen 
werden möge. 

Es ist: ^ 

y(r)-.V^2^[(H-2«)(l + 8*)--?(l-«)(l-ä»)--- 
*W-(l + 8*)(l + 3*)--.[(l-«)(l-2')...?. 
Setzen wir daher: 

11) Z«-f2Al-«)(H-2')(l- 20(1 + 2*). ••, 

SO folgt: 

12) xiyf - <p(y) M^)- 

Um die Theorie der soeben definirten Function %(x) handelt es 
sich, insbesondere darum, ihre lineare Transformation zu entwickeln. 
Die einzige Schwierigkeit, die hierbei auftritt, liegt in der Bestimmung 
der dritten Wurzel. Wir wollen dieselbe, dem Vorgange von Schläfli 
folgend, folgendermassen heben. 

Wir beschränken uns auf den ersten Fall der linearen Transformation. 

Für diesen Fall wird sein: 

13) iKW = (|)(j^)"^'"''"'""xW' 
Daneben folgen unmittelbar die Formeln: 

14) «(t + 2) - c-^x(t), ;K(_l) = x(t). 



^8 
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Wir wollen nun den Factor von x{tf in einer eigenthümlichen 
Weise umformen. Wir können denselben schreiben: 

/* - - «0 60 + V - 1 + »1 ^ + ^ ' - 1 • 

Es ist nun: ^^^^ _ j ^ ^^ j^_ ^ ^^^^ 

™^ ao-*i = oder =4wörf8. 

Im zweiten Falle ist: ^^j^^ 5 ^^g, 

daher ai6(j=4wöd8, folglich -^ und -^ ungerade. Da femer ^T^ ^ 
ungerade ist, so folgt: 

00 + 61 — Ol = 0, a^ + 61 — 6q = woc?4. 

Unter solchen Umständen folgt in beiden Fällen: 

Q>i - «o)(«o + 61 ~ &o) = 0, (61 - ao)(«o+ *i - öl) = wodl6, 

femer: «i 61 + 61* — 1 = «i a^ + Gq* - 1 morf 16, 

- 60Ö0+ V- 1 + Ö1&1+ V - 1 = - 6160+ V- 1 + «1^1 + V- 1, 

Nun ist aber: " ^1(^1 "" ^0) = «oK - ^o) ^od 16. 

h^{aJ)Q + 1) - «0 - (^1* ~" 1)^0 - Ö Wöd 8, 
^0(^1 ^0+1) "* ^i = (V~" 1)61^0 Wöd8, 
so dass wir unsern Ausdruck f auch schreiben können: 

15) f=Q>o- «1) («1*1 &o - «o) = (^ - «j) K^i^o - ^) *woti 16. 
Diese Form von f besitzt gewisse Vorzüge. 
Setzen wir an Stelle von T':r'+ 2, so wird: 

x(t'+2)-c^2(t'), 
andererseits ist diese Substitution gleichbedeutend damit, dass an 
Stelle von ^ r 

gesetzt wird resp.: ^^ ^ ga,, &o - 26,. 

Es geht dann /* über in: 

(60 - 2&1 - aj (a^fto^i - «0 + 2oi). 
Dieser Ausdruck ist aber: 

= 2 + (60 -" ^) (j^K^i - «0) ^^^48. 
Der Beweis kann in die beiden entsprechenden nach dem Modul 16 
und nach dem Modul 3 getheilt werden. Der erste Theil ist von selbst 



^o; *o 
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nach dem Früheren erledigt^ das einzige neue liegt in dem Hinzu- 
treten des Moduls 3. Hier zeigt eine leichte Betrachtung^ die kaum 
näher durchgeführt zu werden braucht, die Richtigkeit der Behauptung. 
Hieraus folgt, dass, wenn für ein Zahlensystem a^, bQ, a^, b^ die 
Formel richtig ist: 

sie dann auch richtig bleibt, wenn links und rechts an Stelle von 

gesetzt wird: 

a,,-2flf,, bQ-2by 

Da das Analoge für die zweite Fundamentaltransformation auch 
der Fall ist, da femer die soeben hingeschriebene Formel in den ein- 
fachsten Fällen, wie sofort sich ergiebt, richtig ist, so folgt, dass sie 
allgemeine Geltung im ersten Falle der linearen Transformation besitzt. 
Der Exponent kann in mehrfache Formen gekleidet werden. Hermite 
giebt demselben eine etwas andere Form. Er setzt: 



16) 



p «= c * 



(«1 fti + 6i fco + ffi «0 — öl' fco fc|) 



Auch hier braucht die Uebereinstimmimg nur nach dem Modul 3 
bewiesen zu werden, da die Schwierigkeiten in Bezug auf den Modul 16 
sämmtlich gehoben sind, nach dem Modul 3 ist aber die Betrachtung 
eine so einfache, dass wir von derselben absehen können. 

In ähnlicher Weise sind die andern Fälle zu erledigen. Wir geben 
die Tabelle in der Hermite 'sehen Form, wenn auch bei anderer Be- 
zeichnungsweise. 8./r, ^ 

n.«M-»(^)^"'-'--"«W, 

hin. 
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Indem wir die Theorie der linearen Transformation der drei Func- 
tionen g>(t)j t(r), x(t) entwickelt haben, haben wir zu gleicher Zeit 
das analoge Problem für drei Functionen gelöst, die wir früher definirt 
haben. In der That, in Paragraph 22 sind drei Fimctionen/'(r),/'j(T),/^2(T) 
eingeführt worden durch die Gleichungen: 



17) 






Vergleicht man diese Darstellungen mit den Entwickelungen der, 
Hermite'schen Functionen, so folgt: 

Es stehen also die früher definirten Functionen fa(y) niit den 
Herrn ite'schen Functionen im innigsten Zusammenhang, so zwar, dass 
die lineare Transformation der letzteren die fertigen Formeln für die 
ersteren nach sich zieht. Etwas Aehnliches gilt für die am selben Orte 
eingeführte Function i^(r). 

Es ist: 
21) ^s"»'?W/*W^etc. 

und damit die Theorie der i^(t)- Function auf die der -O*- Functionen 
für die NuUwerthe der Argumente und der /'(t)- Functionen zurück- 
geführt. 

§ 66.«>) 
Die Modularglelohimgeii. 

Wir gehen jetzt zur Transformation n*®° Grades über und zwar 
nehmen wir an, dass n eine ungerade Zahl sei. Dann wissen wir, 
dass eine jede solche allgemeine Transformation ersetzt werden kann 
durch lineare Transformationen und durch specielle Transformationen 
n**" Grades, bei welchen der transformirte Modul t' die Form hat: 

f i^-i 4 4 

und I überdies durch 16 theilbar angenommen werden kann. Setzen wir 
diese Werthe in die g)(r)- Function ein, so erhalten wir die Ausdrücke: 



H^)- 
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Dieses sind erstens eindeutige Functionen von r, zweitens aber 
auch algebraische Functionen von h^. 

Es folgt das unmittelbar aus der früher entwickelten Formel: 



Vc - (yiyJl 



cn 



2 



I/o 
n 



dn* 



VC3 

n 



und aus den Multiplicationsformeln. 

Um nun vermöge dieser Functionen zu Modulfunctionen zu ge- 
langen^ denken wir uns an Stelle von r gesetzt; 



wo unter 






die allgemeinste lineare Transformation verstanden werden soll. Diese 
beiden Transformationen können durch das Product dargestellt werden: 

t 






S ti 



Der Hauptsatz nun, auf welchen sich unsere späteren Betrachtungen 
stützen, lautet, dass wir dieses Product in die Form bringen können: 

u 



X u. 



«0 «1 

ßo ßi 



n 



wobei die zweite Transformation wieder eine lineare bedeutet, uu^ 
und X durch 16 theilbar ist. 

Bei der fundamentalen Wichtigkeit des Satzes wollen wir eiue ge- 
naue Begründung desselben bringen, wobei wir bemerken, dass analoge 
Sätze in Zukunft nur kurz begründet werden sollen. Es möge in Bezug 
hierauf auf die entsprechende Daijstellung in dem Königsberge raschen 
Lehrbuch über elliptische Fimctionen verwiesen werden. 

Um die Richtigkeit der Behauptung nachzuweisen, müssen die 
Gleichungen untersucht werden: 

V + öil' 



1) 



ua, 



o; 



h^ + hi-^^o+^ißo? 
h^t^-^xa^ + iiißi, 
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Da «0 und «j jedenfalls relative Primzahlen sein müssen, so ist 
u als grösster gemeinsamer Theiler der Zahlen: 

«o^ + aiS und aj^i 
bestimmt, femer u^ aus der Beziehung: 

2) uu^ — tf. 

Femer folgt: 

^ " ti 



4) «j— -i-J:. 



u 

Setzen wir diese Werthe in die vierte Gleichung ein, so erhalten wir: 

oder auch: 

5) h^u^a^x + tß^. 

Wir können diese Gleichung als eine diophantische mit den beiden 
Unbekannten ß^ und x ansehen. Dieselbe ist offenbar lösbar. Nennen 
wir ein System von Auflösungen von x, ß^ iX, B^, so haben alle Auf- 
lösungen die Form: 

wenn r eine beliebige ganze Zahl bedeutet und d der grösste gemein- 
same Theiler von t und a^ ist, der, wie kaum bemerkt zu werden 
braucht, auch ein Theiler von u ist. 

Es bleibt noch übrig, zu zeigen, dass r so bestimmt werden kann, 
dass der Gleichung: 

«o/'i-«i/'o==l 
genügt wird oder, was dasselbe sagt, der Gleichung: 

Es ist dieses eine auflösbare diophantische Gleichung in r und /S^. 
In der That, dividirt man die Gleichung durch a^ und erwägt, dass: 

IB. + «-^^^^ - U, + «o(&.«-«. j)-J* = i^u -a,X+ IB. 
ist, so können wir sie schreiben: 



wobei der Factor von, r sicherlich eine ganze Zahl ist. 
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Nun ist aber: 

also folgt die Gleichung: 



«i 



worin die rechte Seite eine ganze Zahl darstellt. Da nun d ein Theiler 
von «1 sowohl als auch von u ist, so kann die Gleichung geschrieben 
werden: 

6) hPo-i g r^j 




Nun sind -^ und -~ relativ prim zu einander, da d der grösste 
o o 

gemeinsame Theiler von n und a^ ist, es ist also: 

eine ganze Zahl. Da endlich der grösste gemeinsame Theiler von 

a^ti und aQt + a^i 
u war, so wird der grösste gemeinsame Theiler von: 

-l t und — — r— ^ 
d ^ d 

H V vr 

-jT und daher der von 

t^ und ^i^ 

ein Theiler von -j} so dass, wenn man die letzte Gleichung für ß^ und r 

durch den grössten gemeinsamen Theiler dieser beiden Zahlen dividirt, 
sich auf der rechten Seite wieder eine ganze Zahl ergiebt und daher 
die unbestimmte Gleichung wirklich in ganzen Zahlen aufgelöst 
werden kann. 

Dass X durch 16 theilbar angenommen werden kann, braucht 
nicht näher auseinandergesetzt zu werden. Wir haben die Betrachtung 
allgemeiner durchgeführt, als wir sie thatsächlich brauchen, denn wir 
wollen bei der Theorie der Transformationsgleichungen uns im Wesent- 
lichen auf xmgerade Primzahlen beschränken, da nach dem Früheren 
der Fall eines allgemeinen ungeraden n sich auf diesen speciellen 
zurückfuhren lässt. 
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Wir nehmen also jetzt an^ dass n eine ungerade Primzahl sei 

und setzen: a 7. o i. i 

«0-1, o^^O, &o="2, 61-1, 

dann folgt, dass ^(nr) übergeht in: 

iinn 

e 8 9)(nr), 

ferner q> ( j in ß ® g> ( 1; wobei zwischen J und x eine 

leicht angebbare Beziehung besteht. 
Hieraus folgt, dass die Summe: 

für die Transformation: 

2 1 

ungeändert bleibt, wobei die Summe über § = 0, l,...n — 1 zu er- 
strecken ist. 

Genau dasselbe gilt aber, wenn wir setzen: 

ÜQ^l, Ol --2, 60-0, 6i-l, 

d. h. die zweite Fundamentalsubstitution anwenden. Die Richtigkeit 
der Behauptung folgt durch Specialisirung der allgemeinen vorhin an- 
gegebenen Sätze. Hieraus folgt, dass die Summe S^ für alle linearen 
Transformationen des ersten Falles ungeändert bleibt, sich also rational 
durch ik* darstellen lassen muss. 

Dasselbe gilt offenbar für alle Summen: 

Unter solchen Umständen erhalten wir den fundamentalen 
Lehrsatz: Die n + 1 Grössen: 

[-)<p(nt):(p{Ty und q>{^—^ — )'<P(yY 

sind Wurzeln einer algebraischen Gleichung, deren Coeffi- 
cienten sich rational durch k^ darstellen lassen. 

Wir können auch so sagen: 

Dien+1 Grössen (—J9(nT) und qpf j sind Wurzeln 

einer algebraischen Gleichung vom Grade n + 1, deren 
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Coefficienten sich rational durch ^(t) darstellen lassen. 
Diese Gleichungen nennen wir Modulargleichungen. 

Die numerischen Coefficienten, welche in diesen Gleichungen auf- 
treten, müssen ganze Zahlen sein, da die Coefficienten in den Ent- 
wickelungen von: 

JL 
nach Potenzen von q^ rationale Zahlen sind. 

Im Allgemeinen werden wir im Folgenden die Modulargleichungen 

in der zweiten Form untersuchen. 

§67. 

Zweite Darstellung der Wurzeln der Modulargleichungen. 

Haupteigensehaften derselben. 

Wir haben die Wurzeln der soeben definirten Modulargleichungen 
mit Hülfe der Hermite'schen g?- Function dargestellt. Es kann noch 
eine andere Darstellung gegeben werden. 

Wir hatten seiner Zeit gefunden: 



G> 2<o n — 1 ö\ 

~2~n) 



yc « (yfcYisnc — 'Snc snc 

^ "^ \ n n 



2 



Es möge bemerkt werden, dass auch die allgemeinere Form ge- 
wählt werden kann: 

,/- /m/t\ f *wcö 2wco n — ImöV 
yc «= (yky[snc snc snc — ^ I ; 

wenn m irgend eine zu n relativ prime Zahl bedeutet. Daraus folgt, 
dass die Wurzeln der Modulargleichung sich von den Grössen: 

,v mcj 2mo n — lma) 

w(rrsnc snc snc — ^ 

^ ^ n n 2 w 

nur um das Vorzeichen unterscheiden können. Dieses Zeichen soll 
jetzt bestimmt werden. Wir setzen dazu: 

1) M - 9(t), 

während w «= 2 gesetzt wird, und definiren v durch : 

c»\ „ 2o o 2cö n — 12(0 

2) v^u\snc~ •snc2 snc — ^r 

"^ n n 2 n 

Für den Repräsentanten: 



können wir setzen: 
erhalten also: 



n 
1 

cj^2K, 
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AK SK 2(n-l)K 

V — u^snc snc snc—^ — ; 

n n n 

während andrerseits ist: 



yrtint 



Diese beiden Ausdrücke können sich nur um das Vorzeichen von 
einander unterscheiden. Dabei wird man nur nöthig haben, sie für 
ein specielles x mit einander zu vergleichen. Wir wollen nun diejenigen 
Werthe von r ins Auge fassen, für welche q sich der Null nähert, 

K der Grenze -^, K' der Grenze oo, Ä* der Grenze Null. Da: 

2Ku_2_ \ j-T 1+ 2g»» cos 2m + g*" 

ist, so folgt, dass snc sich der Grenze: 

7C 

2 -^- 

—;=iq^ cosu 

nähert. Hieraus folgt, dass wir zu setzen haben an Stelle von: 

4K 8K 2(n-l)K 

snc — snc snc—^ — 

n n n 

die Grösse: 

n — l iy n— 1 

2 ^'V q * 2ä 4jr (n-l)jt 
— cos cos cos ^— 



oder also, da: 



n n n 



2n 4:7t (n—l)7t . 1 
cos cos cos -^^ — ± 



n n n 'Lni 



2 « 

ist, wobei das Vorzeichen gleich dem Werthe des Legendr e'schen 
Symbols: ^^v 

(I) 

ist: 

4 



©FT? 



Mithin haben wir für v in erster Annäherung zu setzen: 

(I) 2 V. 



Krause, Doppeltperiodische Functionen. L 14 
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Daraus folgt, dass: 



©<p(»t) 



sich der positiven Einheit nähert, oder also, dass wir setzen können: 

3) i; =1 lg)(wT) ^yf^ snc snc snc-^ — 

^ \w/ ^^ ^ ^ n n n 

Genau so folgt, dass wir setzen können: 

,. /r-16S\ ,VT- 4X, ,^^. SK , .^^. 2(n-l)K, ^^^. 
4)<pl— — -) Y^snc (r- 16g) snc (r-ieg)- -snc-^^ ^—{z-lGl). 

So haben wir eine zweite Darstellung der Wurzeln der Modular- 
gleichung erhalten, welche für die Folge von Bedeutung ist und welche 
der ganzen Theorie hätte zu Grunde gelegt werden können. Dieser 
doppelte Ausgangspunkt ist für die Transformationstheorie charak- 
teristisch und wird sich auch in der Folge zeigen. 

Wir wollen nun setzen: 

r-16g\ (2 



5) v^^q>\^—^ j, ^«>-(-)9^0»i^)i 



dann können wir auch so uns ausdrücken: 

Die (n + 1) Grössen v^, Vj ... v«— i; v^o sind Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung vom Grade n + 1, deren Coefficienten 
sich rational durch u darstellen lassen. 

Die Haupteigenschaften dieser Gleichungen sind leicht zu ent- 
wickeln, und zwar ist es vor Allem die Anwendung der linearen Trans- 
formation, welche zum Ziele fiihrt. Da wir die Art dieser Betracht- 
ungen an einem Beispiele ausführlich dargelegt haben und neue 
Momente nicht auftreten, so begnügen wir uns damit, die Sätze im 
Wesentlichen ohne weitere Begründung aufzustellen. 

I. Die Modulargleichungen bleiben ungeändert, wenn an 
Stelle von u und v resp. gesetzt wird: 

2t/rA %innh 

ue ® und ve ® . 

n. Die definirten Gleichungen sind irreductibel, d. h. eine 
jede Gleichung, deren Coefficienten sich rational aus u 
zusammensetzen lassen und die eine Wurzel v mit ihnen 
gemeinsam hat, hat alle Wurzeln v mit ihr gemeinsam. 

in. Die Modulargleichungen bleiben ungeändert, wenn v 
mit M, { — )w mit v vertauscht wird. 
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Legt man femer an SteUe von r die Grösse ^, also an SteUe 

von u die Grösse— zu Grunde, endlich an Stelle von r die Grösse y 

von u die Grösse Uj — V'W zu Grunde, so folgt: 

IV. Die definirten Gleichungen bleiben ungeändert, wenn 

— statt tt, — statt V gesetzt wird, sie bleiben ferner 

ungeändert, wenn Wj statt w, Vj statt v gesetzt wird, 
wobei die Bedeutung von v^ kaum näher auseinander- 
gesetzt zu werden braucht. 

Wir können nun die Modulargleichung schreiben: 

wobei die Grössen G ganze Functionen von u bedeuten. Aus der Dar- 
stellung der Wurzeln durch die Herrn ite'sche g?- Function folgt aber, 
dass Cq eine Constante sein muss, da die Wurzeln für keinen der in 
Betracht kommenden Werthe von r oder W unendlich werden können. 
Wir- wollen und können dann die Constante Q^ der Einheit gleich 
setzen. Die Form der übrigen Coefficienten muss die folgende sein: 

Ol « ^»»'(001 + «11 w® + «21 w" + •••); 



(7„+i — u'««+i(aon+i + «In-t-lW® H ), 

wobei die Zahlen Wj, Wa, ... ganze Zahlen bedeuten, die kleiner als 8 
sind. Ihre Werthe können leicht berechnet werden. Erwägen wir 
nämlich, dass die Grössen: 

Wurzeln einer Gleichimg sind, deren Coefficienten sich rational aus u^ 
zusammensetzen lassen, so folgt: 

Wg- 2nfnod8 



w„+i 12 (n + l)w = n + l modS. 

Da die Gleichung ungeändert bleibt, wenn v mit uA — ju mit v 

vertauscht wird, so folgt, dass die höchste vorkommende Potenz von u 
die n + 1*® sein muss; da ferner die Gleichung ungeändert bleibt, wenn 

14* 
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— statt M, — statt V gesetzt wird, so miiss das letzte Glied C^+i den 
Werth haben: 



ft^.-(i).-^.. 



Ausser t;*+^ kann daher kein von u freies Glied vorkommen, so 
dass alle Wurzeln gleich Null werden, wenn wir « « setzen. 

Wir wollen noch kurz die Werthe der Wurzeln bestimmen, wenn 
M — 1 wird. 

Die Wurzeln der Modulargleichung haben die Form: 

2o rt 2© n — 1 2(» 

V — U^snc —'sncz sne — ^ 

n n 2 n 

Nun ist: 

sncu ^ sn(K " u) ^ itn{ — : — fk'h 

wenn unter dem Symbol tnu der Quotient der Sinus- und der Cosinus- 
amplitude verstanden wird. Wir wollen zusehen, welche Werthe nehmen 
die Wurzeln der Modulargleichung an, wenn w = 1 wird. Es wird 

dann &*— 1, Ä'=»0, K wächst über alle Grenzen, K^ wird gleich -^j 

die Sinusamplitude, die zu dem Modul Null gehört, geht in den Sinus 
über, die Tangensamplitude in die Tangente. Hieraus folgt dann, dass 



snc ( 4r ; kj 



für A « 1 gleich ± 1 wird, je nachdem 

. . n — 4wr >0 

ist. ^ 

Erwägen wir nun, dass o für die Wurzeln der Modulargleichung 

entweder den Werth: 

2 Jx. 

oder aber die Werthe: 

2^(r-166) 

besitzt, so folgt leicht: 

Für M — 1 werden sämmtliche Wurzehi der Modulargleichung 

gleich 1, wenn n — 8^ ± 1 ist; es reducirt die Modulargleichung sich 

also auf: 

(i;_l)n+i«0. 

Ist dagegen n = 8/a + 3, so ist fiir te « 1 ein Werth von v gleich 1, 
die übrigen gleich —1, die Modulargleichung reducirt sich also auf: 
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■ 

§68. 

Regeln für die wirkliche Aufstellung von Modulargleiohungen. 

Anwendung auf die einfachsten F&lle. 

Bei der wirklichen Aufstellung von Modulargleichungen kann nach 
mannigfachen Methoden vorgegangen werden. Diejenige Methode, die 
sich zunächst darbietet^ ist die folgende. 

Es ist: 

\u^V2q\(l+^')(\ + q^)(l + 0...?(1 - q)(l - q')(l - q') . . . 

1) _ 1 
=V23«(l-2^23«-3y^+43*-63MV-12^V162«-22^»+29g>«. . .). 

Hieraus können dann die Potenzen von u unmittelbar nach Potenzen 
ji. 

von q^ entwickelt werden. 
Ferner wird: 

2) v« « (~)l/'2"g"«"(l - g« + 22«» - 338» + 42*». . .). 

Setzt man diese Entwickelungen in die Modulargleichung ein, so 
werden, wie aus der früher aufgestellten Form unmittelbar folgt, die 
Irrationalitäten in Bezug auf q fortfallen. Ordnet man die linke Seite 
nach Potenzen von g, so muss sich eine identische Gleichung ergeben. 
Setzt man die einzelnen Coefficienten der Null gleich, so ergeben sich 
lineare Gleichungen, aus denen die noch unbekannten numerischen 
Constanten in der Modulargleichung zu bestimmen sind. 

Will man z. B. die Modulargleichung für die Transformation dritten 
Grades aufstellen, so hat man die Gleichung anzusetzen: 

v* + UqV^u^ + b^vu — tt* « 0. 

Setzt man nun die obigen Reihenentwickelungen für u und v und 
deren Potenzen in diese Gleichung ein, so ergiebt sich: 

4^(1 - 42«- 4q\..) - 8ao2(l- 32*- 92«...)(1 ~ 82 - 92*...) 

-26o(l-g'+22*+...)(l-2 + 22*...)-4(l-42-42^..)-0, 

und hieraus folgen für die beiden numerischen Constanten a^ und 6^, 
die Gleichungen: 

260--4, 4--8ao+26o+16='0, 
oder also: 

a„^2, &0--2. . 

Die Modulargleichung, welche zur Transformation dritten Grades 
gehört, ist daher die folgende: 

3) v*~ w*-v 2wi;(l - uV) - 0. 



6) 
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Genau so findet man die Modulargleichimgen für die Trans- 
formationen fünften, siebenten und elften Grades. 

4) v«- M«- Auv(l - uH^) + buH^(v^-u^) « 0. 

5) t;«-8M'i;'+28nV-56uV+70ttV-56te^i;'+28uV-8Mi? + u8=0 

oder auch: , g. . «n /, n« 

(1 — u^) (1 — v^) = (l — uvy, 

t;i2__ u8t;"(22 - 32w«) + 44u«t;^«+ 22uv\l + 4tt«) + \65u^v^ 
+ 132w't;H UuH%l - u») - 132M»t;5~ 165mV- 22tt3t;«(4 + w») 
- 44tt«t;« - Mi;(32 - 22m») - w'«- 0. 

Die Rechnungen, die sich bei dieser Methode schon in den ein- 
fachsten Fällen ergeben, müssen als recht umfangreiche bezeichnet 
werden. Eine Erleichterung giebt hierbei der früher gefundene Satz, 
dass für m = 1 die Wurzeln der Modulargleichung entweder + 1 oder 
— 1 werden. Nehmen wir z. B. die Modulargleichung, die zu der 
Transformation dritten Grades gehört, so hat dieselbe die Form: 

V* + üqV^u^ + IqVU — u^^ 0. 

Setzen wir w = 1, so nimmt sie die Form an: 

t;* + aov' + 6o^ - 1« (v - 1) (v + 1)»- 0. 

Hieraus folgt unmittelbar ö^o"'^, 6o=~2. Aehnlich verhält es 
sich in den anderen Fällen. 

Eine andere Methode ist die folgende. Nennen wir die Potenz- 
summen der Wurzeln Sj,iS2,..., so bestehen zwischen ihnen und den 
Coefficienten die Beziehungen: 

8^ + 8^0^+ 20^^ 0. 



Die Grössen 8 können in der Form von unendlichen Reihen dar- 
gestellt werden. Um das Verfahren auseinanderzusetzen, wollen wir 
uns auf die Berechnung von 8^ beschränken. 

Setzen wir: 

/•(g) = 1 - g + 2q^'- 2q^+ Aq^- 6g^+ 9^«- 12q\ . . 

so wird: ^^ 

«, = V2(a-3»)"V(«'g""), 

v^ - (- 1)~» VWfif), 
wobei gesetzt ist: 

16«» 



r — 0, 1,... n — 1, 



a — c 






§ 68. Kegeln für die wirkliche Aufstellung von Modulargleichungen. 215 
Daraus folgt, dass wir die Gleichung erhalten: 

n — 1 / 1 \8m+l 



'^ ^ 



8 



Der Factor von Am ist also: 

Da a*»«! ist, so verschwindet diese Summe, wenn 8m + 1 kein 
Multiplum von n ist. Wenn aber 

ist, so reducirt sich die Summe auf nq^. Es ergiebt sich somit: 

wobei dann m und l die kleinsten positiven ganzen Zahlen sind, zwischen 
denen die vorhin hingeschriebene Gleichung besteht, und zwar wird in 
den einfachsten Fällen sein: 

für n- 3,5, 7,11,13, 17,19,... 

„ w- 1,3,6,4,8,2,7,... 

„ V '^^ d, o, 1,0,0,1,0,... 

Vermöge der Betrachtungen, die über die Coefficienten der Modular- 

gleichung angestellt worden sind, folgt leicht, dass die Reihe: 

j_ 

q^{Afn + An-^nq+^m-\-inq^-\ ) 

nur bis zu dem Term fortzusetzen ist: 

<H-8< 
Afn^nsq 7 

in welchem l + 8s der Zahl n am nächsten kommt; es folgt ferner, 
dass von /'(g'") nur der eine Term: 



Oy-^ 



n 

T 



mit in Rechnung zu ziehen ist. 

Unter solchen Umständen können wir uns darauf beschränken, 

für die Grösse S^ in den einfachsten Fällen die folgenden Ausdrücke 

hinzuschreiben: ,_ -5. 

n«3, S, -1/2 (-1+3^,)«% 

n«5, S,«l/2(- 1 + 5^3)/, 

n-7, S,=V2(-l+7^,)g% 

n - U, S,^V2[{--l + nA,,)q + 11 A,]q^, 
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Andererseits sind diese ersten Potenzsummen aber gleich — Cj , also 

für n « 3: — a^w*, 



„ n« 5 
„ n= 7 
„ n«ll 






- (ao+ajW^)M3, 



Setzen wir für die Potenzen von u ihre Darstellungen durch die 
Grössen q ein und vergleichen, so erhalten wir für die Coefficienten C^ 
die früher bezeichneten Werthe. 

In ähnlicher Weise sind die übrigen Coefficienten zu bezeichnen. 



§69. 
Die Multiplioatorgleiohongen. 

Setzen wir das Argument der transformirten Functionen gleich 

so ist M der Multiplicator der Transformation, und zwar ist hierbei: 

1) J^=|S(«o+«i^')- 

Diese Darstellung giebt den Werth von M für die lineare Trans- 
formation unmittelbar, wie aus den früheren Betrachtungen klar ist. 
Wir wollen die hierauf bezüglichen Resultate noch einmal kurz zu- 
sammenstellen. 

1.00 = 1, «1 = 0, 6o-0, 6i = lmod2. 



M^e 



^(^-1) 



n. aQ=0, 01 = 1, ^0 — 1; \ = 0mod2. 






VlL. aQ = ly «1 = 1, 6o-0; bi = lmod2, 

njr ■-^(<hf>o + ao — l) 1 

IV. «0=1, «1 = ], &o=l> &i~0morf2. 

Tt, -^(1— «0— ooöo) 1 

k 



\ 
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VI. Oq - 0, «1 = 1, &o "^ ^ > 6i ^ 1 «wd 2, 

Im allgemeinen Falle — wobei n wieder als ungerade Primzahl 
angenommen wird — gestalten die Verhältnisse sich complicirter. Wir 
hatten seiner Zeit das Resultat gefunden, dass die Functionen 

sn(Mu) 

sich als rationale Functionen von snu ausdrücken lassen. Die Coeffi- 
cienten setzen sich rational aus den Constanten 

und -^ 

zusammen. Differenziren wir nach u und setzen u gleich Null, so 
folgt der 

Lehrsats: Für die Transformation n^^ Grades ist die 
Grösse M eine rationale Function der Grössen 



Es empfiehlt sich nun, für die folgenden Betrachtungen an Stelle 
der Grösse M die Grössen: ^_^ 

2) ^«(~l)"»"jf 

einzuführen. Jedenfalls folgt, dass dieselben algebraische Functionen 
von fc^ sind. Wir wollen nun die Grössen bilden, die zu den Trans- 
formationen: 

n u 

und 



1 
16g n 



n 
1 

gehören und sie bezeichnen durch: 

Dann ist klar, dass die Potenzsummen: 

algebraische Functionen von fc^ und eindeutige Functionen von r sind. 
Wenn nun (a^, ß^) eine beliebige Transformation des ersten Grades 
ist, für welche die Diagonalglieder alle ungerade, die übrigen gerade 
sind, femer (mq, Vj) einen beliebigen Repräsentanten bedeutet, so findet, 
wie bewiesen, eine Gleichung statt: 
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(«0, ßt) («0, »i) - (Vo, «lO «, ßO, • 
in welcher die erste Determinante rechts einen Repräsentanten, die 
zweite eine lineare Transformation derselben Art, wie die ursprüngliche, 
darstellt. Wir wollen die beiden zu den Repräsentanten links und 
rechts gehörenden Grössen u durch (ir und ftr. bezeichnen. Dann folgt 
leicht, dass der Ausdruck für fir in den Ausdruck für ^r, übergeht, 
wenn in ihm die Grösse r durch die Grösse r' ersetzt wird, welche 
durch die ursprüngliche lineare Transformation aus r entstanden ist. 
Mithin sind die Potenzsummen: 

algebraische Functionen von A^, welche für eine jede lineare Trans- 
formation des ersten Falles ungeändert bleiben. Es sind dieselben also 
rationale Functionen von i*. Wir finden also den 

Lehrsata: Die Grössen (i sind Wurzeln einer algebra- 
ischen Gleichung vom Grade n-fl, deren Coeffienten ratio- 
nale Functionen von k* sind. 

Dass auch in diesen Gleichungen die numerischen Constanten ganze 
Zahlen sein müssen, braucht nicht näher ausgeführt zu werden. 

Die Eigenschaften der soeben definirten Gleichungen, die wir 
Multiplicatorgleichungen nennen, sind ähnlich einfacher Natur 
wie die der Modulargleichungen. Auch hier ist die lineare Trans- 
formation von massgebender Bedeutung, auch hier begnügen wir uns 
im Wesentlichen damit, die Eigenschaften aufzustellen, ohne sie in aus- 
führlicher Weise zu begründen. 

Wir hatten seiner Zeit gefunden: 

4 

3) ^ = (- 1) 

cnr - 
n 

wobei das Product nach v in bekannter Weise zu nehmen ist. Diese 

Formel kann dazu dienen, um einen einfachen Ausdruck für das Product 

aller Wurzeln der Multiplicatorgleichung zu ergeben. 

Dieses Product können wir schreiben: 

sn^ drtr — 



n-i sn* 

1 ä / / 


Vtü 

n 


dn« 


Vd 

w 


' LI 


cv? 


vo 


y 



n^-nn-^ 



n 



«VfiJ 
CfT 



wobei nunmehr das Product auf der rechten Seite einerseits nach v zu 
nehmen ist, andererseits aber über alle w + 1 o zu erstrecken ist, die 
zu den einzelnen Repräsentanten gehören. 
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Andererseits war gefunden: 






^'-(^^m—^. 



dv^ — 
n 

Da das Product aller Wurzeln der Modnlargleichung bekannt ist, 
so folfft: 

" _.-('T-') 



UYIt^ - "' 



n 

Es bleibt daher nur noch übrig, den Ausdruck zu bestimmen: 



JTJT-'^ 



Dieser Ausdruck ist aber bei Gelegenheit der Multiplication der 
elliptischen Functionen untersucht worden, wobei zu bemerken ist, dass 
das Product in einer formal verschiedenen inhaltlich aber gleichen Weise 
zu nehmen war. Wir hatten gefunden: 



n — 1 



nn^»'-:-^^^ 



k « 
Mithin finden wir: .«— , ^_^ 

4) ii^-(-l)^~w, 

oder also wir erhalten den 

Lehrsatz: Das Product aller Wurzeln der Multiplicator- 
gleichung ist gleich: 



(- 1) » n. 

Ebenso einfach folgt der 

Lehrsatz: Setzen wir in der Multiplicatorgleichung den 
Coefficienten von fi*»+^ gleich 1, so sind die übrigen Coeffi- 
cienten sämmtlich ganze Functionen von k\ 

In der That, jedenfalls können wir die Multiplicatorgleichung 
schreiben: ^_j 

/•o(**)^"+' + /i(**);t" + • -fnQ^i^ + (- 1) »~«4(Ä*) - 0, 

WO unter den Functionen f sämmtlich ganze Functionen von k^ zu ver- 
stehen sind. Wäre nun /i(4*) von einer Constanten verschieden, so 
würden sich Werthe Ä* ergeben, für welche der Multiplicator Null oder 
unendlich wäre. Das aber geht nicht. 
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In der That, wir hatten den Werth: 



*-i 



^-(--1) M 







S 
8 

^5 



Dieser Ausdruck kann aber fiir die in Frage kommenden Werthe 
von r weder verschwinden, noch unendlich gross werden, wie aus den 
Untersuchungen hervorgeht, vermöge derer die Werthe von r bestimmt 
werden können, die zu Werth en Ic^ gehören. 

Unter solchen Umständen können wir schreiben: 

^.+1 + f^gc*)(i' +... f„{k*)(i, + (- 1)" »"« = 0. 

Die lineare Transformation lehrt nun die Richtigkeit der folgen- 
den Sätze: 

I. Die Multiplicatorgleichung ist eine irreductibele Gleich- 
ung, d. h. eine jede algebraische Gleichung, deren Coeffi- 
cienten sich rational aus A;^ zusammensetzen lassen und 
die eine Lösung mit der Multiplicatorgleichung gemein- 
sam hat, hat alle mit derselben gemeinsam. 

IL Die Multiplicatorgleichung bleibt ungeändert, wenn 



n— 1 



1— Ä* an Stelle von k^ und (—1) ^ ft an Stelle von /x, 

ferner wenn ,^ statt Jc^ und - statt a gesetzt wird, 

k^ c ^ ^ 

Die beiden letzten Eigenschaften lassen einige interessante Folger- 
ungen zu. 

In der That, aus der vorletzten Eigenschaft folgt, dass, wenn 

n = 1 mod 4 

ist, die Multiplicatorgleichung geschrieben werden kann: 

5) (1-+' + q>,(kni - ¥]) ^» -f . . . (pjk^li - k']) ^ -f n = 0, 
wobei die Grössen 9 ganze Functionen des Arguments äj^(1 — A:*) sind. 
Ist dagegen: n-3mod4, 

SO lautet die Multiplicatorgleichung: 

6) ^«+1 + 9i (k^[l - k^]) (fc'* - Ä*) fi« + <P2(*'[l - ^^D ^'•"■' + • • • 

-f . . . (pn{k^[l - k^]) Q(f^ - k^)ß - n « 0; 

die Functionen tp mit ungeradem Index sind noch mit dem Factor 
/^2__j2 multiplicirt. 

Die letzte Eigenschaft endlich kann dazu dienen, um eine obere 
Grenze für den Grad der einzelnen Coefficienten festzusetzen. In der 
That, nehmen wir an, dass ^ «- wird, so folgt aus den Definitionen 
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der Grössen i, c, fi durch die Thetareihen unmittelbar, dass fc = 0, c — 
wird, so zwar, dass 



lim — = Um -^ e '» 
c -L 

ist, während die Grössen (i die Werthe annehmen: 

Sehen wir die transformirte Gleichung als algebraische Gleichung 
mit der Unbekannten t. 

c 

an, äo erhalten wir alle ihre Wurzeln, wenn wir uns für ^ die einzelnen 
Wurzeln der Multiplicatorgleichung und für c die entsprechenden der 
Modulargleichung gesetzt denken. Nun ist: 



Th-r^(w)' 



wenn wir annehmen, dass die ursprüngliche Multiplicatorgleichung lautet: 

(i-^^ + f,(k^) ^» + . . . fn{k^ ii+{~ \)~n « 0. 
Dann aber folgt, dass der Grad von 

höchstens der — - — * sein kann, wenn wir erwägen, dass in der Summe 

auf der linken Seite nur ein Glied vorkommt, welches unendlich gross 
wird und zwar dasjenige, welches zu ^«n gehört, dass ferner jenes 
Glied unendlich wird wie 

g ~. 

Dasselbe folgt für die anderen Coefficienten, so dass wir den 
Lehrsatz erhalten: 

Lehrsatz: Der Grad der einzelnen Coefficienteji der 
Multiplicatorgleichung, dieselben aufgefasst als ganze 

Functionen von Jc^, ist höchstens gleich — ^ — 

Wir wollen jetzt untersuchen, in welche Werthe die Wurzeln der 
Multiplicatorgleichung übergehen, wenn statt des Moduls k^ einer der 
transformirten Moduln c^ gesetzt wird. Es sei die Transformation, zu 
welcher c^ gehört, dargestellt durch das Symbol: 

t 

16Ni 
dann giebt es immer eine zweite Transformation: 



222 



§ 69. Die Multiplicatorgleichungen. 



t^ 

16a; t 

welche als transformirten Modul wieder Ä* ergiebt. Nun ist: 

t—i 



der zu der Transformation 



(- 1) V- < 



t 
16H 



c 



gehörende Multiplicator, ferner: 

(-1) « M 



h 



K 

C 



der zu der Transformation 



ti 
16a;« 



n. 



gehörende Multiplicator. Unter solchen Umständen folgt: 

n— 1 

(-1) * iiM 
oder also wir erhalten den Werth: 

(-1) 



W — 1 

2 



und damit den 



M 



n 



^ 



Lehrsatz: Setzt man in der Multipllcatorgleichung an 

n— 1 



Stelle von Jc*:c^ und an Stelle von ^: 



.(-1) 



2 



n 



f* 



9 so bleibt die 



Gleichung richtig, und zwar hat die transformirte Gleichung 
eine und nur eine Lösung mit der ursprünglichen gemeinsam. 

Es ist dieses Resultat schon darum von Interesse, weil durch Auf- 
suchen des grössten gemeinsamen Theilers sich für M ein rationaler 
Ausdruck durch k^ und c* ergeben muss und andrerseits die Elimination 
von M eine Gleichung ergiebt, welche durch die Wurzeln der Modular- 
gleichung befriedigt wird und deren Coefficienten sich rational durch k^ 
ausdrücken lassen. Freilich gilt das ausgesprochene Resultat in Bezug 
auf M nur im allgemeinen Falle, es modificirt sich, wenn zwei Wurzeln 
der Modulargleichung einander gleich werden, wie später noch hervor- 
gehoben werden wird. In besonders ausführlicher Weise ist auf diesen 
Punkt St. Smith eingegangen. 

Mit Hülfe der g- Reihen lassen sich nun die Multiplicatorgleichungen 
in den einfachsten Fällen leicht herstellen. Im Falle w«3 hat sie die Form: 

M^+a^il - 2&2) M^+a, M^+ a^{l - k^)M- 3 « 0. 
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Für die noch unbestimmten Constanten erhalten wir die Werthe: 

so dass die Miiltiplicatorgleichung die Form annimmt: 
8) M^ - 6M^ + S(l -2h^) M - 3 ^ 0, 

Analog wird für n =^ 5: 
9) M^-lOJfH 35ilf*-60M»+55M«+ (256Ä;*[l-*T-26)i»/-h5 -0. 

§ ^0}') 
DifferentialbeBiehnng a wischen dem Mtiltiplioator, dem trans- 
formirten und dem ureprünglichen Modul. Ableitung einer 
Differentialgleichung, welcher Zähler und Nenner der Trans- 
formationsgleichungen Genüge leisten. Neue Bestimmung der 

Transformationscoefflcienten. 

Zwischen dem Multiplicator, dem ursprünglichen und dem trans- 
formirten Modul besteht eine Beziehung, welche sich von grosser Be- 
deutung gezeigt hat. 

Wir haben seiner Zeit gefunden: 

.X , gg dk 

so dass sich ergiebt: 

d^ k{ l-1c') K^ de 

^ dt ^ cll-c^)(^ dk 

Da nun die Beziehung stattfindet: 

so ergiebt sich zwischen dem ursprünglichen und dem transformirten 
Thetamodul die Gleichung: 

(a^r — h^)dx^ + a^z^dx = a^dx 
oder also: 

d^^ «0+ di'c^ ^ K + ^1 O* 
dx a^x — &! n 

wenn wir die Relation berücksichtigen: 
Nun ist: 



224 § '^^' Differentialbeziehungen in der Transformationstheorie. 

Unter solchen Umständen können wir schreiben: 

d^ K*M* 
dt ■" wC« 

oder also wir erhalten die überaus wichtige Relation: 

^ ^ c(l - c^) dk 

Wir hatten früher das Resultat gefunden, dass M sich rational 
durch h^ und c* darstellen lässt, hier haben wir die Möglichkeit, M^ 
unmittelbar mit Hülfe der Modulargleichung in der genannten Weise 
darzustellen. 

Wir wollen hieran die Entwickelung einer weiteren DiflFerential- 
beziehung von Interesse anknüpfen. Bei Gelegenheit der Multiplications- 
theorie ist gezeigt worden, dass eine Differentialgleichung aufgestellt 
werden kann, welcher Zähler und Nenner der Functionen snnuy cnnUj 
dnnu Genüge leisten. In der Transformationstheorie kann etwas Aehn- 
liches gezeigt werden. Da die Betrachtungen denen bei Gelegenheit 
der Multiplication ganz analog sind, so begnügen wir uns im Wesent- 
lichen damit, die Resultate anzugeben, und zwar wollen wir uns auf 
einen Repräsentanten beschränken, welcher dem Ausdruck: 

n 

entspricht. ^ 1 

Wir setzen; 

so leisten diese Functionen der DifPerentialgleichung Genüge: 

7)(l-2«ic'+a^)-*?+2(n-l)(aa;-ar')^T+4«(l-a«)^+n(w-l).a;».F-0, 

X X cc 



«"il^ + i)' 



X ^yksnu. 
Setzen wir nun: 

so hat y die Form: 

y - fp. 

Dabei können wir setzen: 

8) Fq -= ao + a^x^ + a^xf' H a«-! rc«-^, 

n — 1 

9) Fl = (- 1) ^ /a«-^ X + an-^a?^ aja;"-* + a^cifV 

V 2 2 / 



13) 
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Mit Hülfe der Differentialgleichung ergiebt sich demnach die Re- 
cursionsformel: 

\ + (w — 2m + l)(n - 2w + 2)aw-i- 0. 

Diese Beziehung kann nun dazu dienen^ die Coefficienten in den 
Transformationsgleichungen wirklich zu berechnen. 

In der That, der erste und letzte Coefficient sind unmittelbar be- 
kannt. Es ist: 



«.-^-i/M-)-f' 



da 

ist. * 

Da überdies die Relation besteht: 

-., iil — u^ dv 

V 1 — v^ du 
so folgt: 

es lässt sich also a^^ rational durch u und v unter Hinzunahme der 
Modulargleichung ausdrücken. 
Femer wird: 

(- 1) * ^ - an-t ^> 
also: 



12) an-i ^a^My j^-^^ a^M. 



2 

Es ist demnach On—i unmittelbar bekannt^ sobald a^ gegeben ist^ 
SO zwar, dass der Quotient: 

sich rational durch u und v ausdrücken lässt. 

Wir können die Recursionsformel auch so schreiben: 

(2m + l)(2m + 2)^^^ + -^-":/-'dto^M 
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Diese Form zeigt dann unmittelbar die Richtigkeit des Lehrsatzes: 

LehrBatz: Die Quotienten der Transformationscoeffi- 
cienten lassen sich rational durch u und v darstellen. 

Als Beispiel wollen wir die Transformation dritten Grades wählen, 
sp dass also n -» 8 zu setzen ist. 
Die Modulargleichung lautet: 

V* + 2v»w» - 2t;M - li* - « f{u, v). 

Aus ihr folgt: 

(1 - u») (1 - v^) - (1 - u^v^y. 

Nun ist: ^ •, ^ /. 

^ 1 u dv 1 /i 

/i — Sii*!;*— UV — 2u\ 

Zwischen den beiden Grössen f^ und f^ besteht dabei die Beziehung: 

Unter solchen Umständen können wir auch schreiben: 
14^ __ (2u» +.)»(!-«;«) 

Aehnlich einfach wird der einzige zu bestimmende Quotient von 
Transformationscoefficienteu : 

15) «»- - 2«!+i: ,,. 

Damit sind wir für die Transformation dritten Grades vollkommen 
am Ziel. 

§ 71 .«) 
Die Entwiokelnng der Wurzeln der Modtdargleichungen. 

Nachdem wir die Existenz und die Haupteigenschaften der Modular- 
gleichungen entwickelt haben, wollen wir jetzt in aller Kürze das 
Problem behandeln, ihre Wurzeln um die einzelnen Punkte der Ebene 
herum in Potenzreihen zu entwickeln. 

Wir wollen zuerst den Punkt ic -= betrachten. 

Wir hatten seiner Zeit die Formel gefunden: 

w = 1/2 ^g (1 - (? + 2q^ - 3(Z'^ + Aq\ . .). 
Hieraus folgt für die Wurzel: 

f - (^)<P(«0 - (f )f3"(l - 3" + 22«»- 33»«...). 
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Nun ergiebt sich durch Umkehning der ersten Potenzreihe, dass 
yg sich nach Potenzen von u entwickeln lässt, so dass wir für die 
genannte Wurzel v die Entwickelung erhalten: 

Nehmen wir z. B. « « 3, so wird: 
_Jl^ 3^ 24 _246 2832 

Ebenso einfach ergiebt sich: 

f{i) - V'2 1/ 3- (l - 2" + 2?" • • •) 
oder also: 

9 17 



/ \ — — — 

2) <3p(^ j - B^u- + B,u- +B,H- + 



Die einfachsten Werthe der Grössen B werden: 

n-l n— 9 n— 17 n — ib 

B„=2~^, B^ 1.2"«^, B,-2.2 »^, £, 3.2'»^, 

n — SS 

Die noch fehlenden Wurzeln ergeben sich dann in der Form: 

3) ^/ r + ies x _ ß^^jj^ir ^. £^„»i"(tTr+ . . . 

16>ft 

Zu demselben Resultate wären wir gekommen, wenn wir als Aus- 
gangspunkt die Formel gewählt hätten: 

I/O 



t; — «" / / 

an 



cn 



n 



In ähnlicher Weise ist die Entwickelung um die Punkte m® — 1 zu 
finden. Wir beschränken uns auf den Punkt w =■ 1. Wir hatten: 

4) *W=[}=|]-g=|^|i=|^-l-2« + 23«-49V63*-83»+123«-16g^^ 

« 

ferner war die Beziehung gefunden worden: 
5) y(_l)_^(4 

16* 
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Unter solchen Umständen können wir setzen: 

p^ e ' . 
Hieraus folgt: 

7) 9)(wt) - 1 + ^,(w - 1)«+ A^{u - iy+ . . . 

In den einfachsten Fällen wird: 

n — 1 n — 2 n — S n — 4 »—5 

A^^2~^, ^-2~% yl8-2.2~% ^4« 3.2"% A^^A..2 
Femer ist: 



1» 

; • • • 



also folgt: 



-©-»(-t) 



9(^)-l-2i)-+2p«-... 
oder wir erhalten die Entwickelung: 

Die Entwickelung der noch fehlenden Wurzeln ist dann unmittel- 
bar vermittelst der Relation herzustellen: 



9) .c-±i^') 



.(li^). 

\ n / 



Hiermit ist die Entwickelung um den Punkt w = 1 für eine jede 
Wurzel gegeben und es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass 
die noch fehlenden Punkte m® « 1 genau so untersucht werden können. 
Indem wir aber die Punkte u « 0, m®— 1 in Betracht gezogen haben, 
sind zu gleicher Zeit die Hauptschwierigkeiten überwunden, die sich 
bei dem Problem der Wurzelentwickelung ergeben. In der That, wir 
hatten die Formel: , ,, ,«v , 

eil - c«) dk 

Diese Beziehung lehrt, dass -^ oder auch -^; wenn wir von den 

Punkten u ^0 und w® — 1 absehen, im Endlichen weder Null noch 
unendlich werden kann. Wenn daher Ua irgend eine endliche Stelle 
in der Ebene ist, wenn femer v^ irgend eine zu w« gehörende Wurzel 
der Modulargleichung bedeutet, so folgt: 
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Von besonderer Bedeutung wird dieses Resultat für den Fall, dass 
zu einem Werthe Ua mehrere einander gleiche Werthe von v gehören, 
ein Fall, der im Folgenden genauer untersucht werden soll. Dabei 
zeigt sich das merkwürdige Resultat, auf welches hier schon hin- 
gewiesen werden möge, dass die Coefficienten ai, die zu den gleichen 
Wurzeln gehören, von einander verschieden sein müssen. Das Resultat 
wird später als richtig nachgewiesen werden. Auch mit dieser Eigen- 
schaft hat sich in ausführlicher Weise St. Smith beschäftigt. 

Bei diesen Betrachtungen ist n wiederum als Primzahl angenommen. 
Von dem XJnendlichkeitspunkt sehen wir ab. 



§ 72.88) 

Die Difloriminante der Modulargleiohnngen. Nothwendige und 
hinreichende Bedingungen für die Wurzeln derselben. 

Ausser den angegebenen Eigenschaften der Modulargleichungen 
sind nun noch eine ganze Reihe weiterer aufgestellt worden imd zwar 
sowohl geometrischer wie auch analytischer Natur. In Bezug auf die 
ersteren möge vor Allem auf die genannten Arbeiten von Smith hin- 
gewiesen werden, in Bezug auf die letzteren wollen wir die Eigen- 
schaften der Discriminante näher untersuchen und zwar auf Grund der 
Her mit ersehen Arbeit über diesen Gegenstand. Auch hier wollen wir 
uns im Wesentlichen auf den Fall beschränken, dass n eine ungerade 
Primzahl ist. Aus den Reihenentwickelungen des vorigen Paragraphen 
und aus dem Satze, dass die Modulargleichung ungeändert bleibt, wenn 

an Stelle von uiue ® , an Stelle von v:ve ® gesetzt wird, folgt, dass 
wir die Discriminante ansetzen können: 

1) JJCvr - VsY - Z) - tt«+i(l - w»)'*+'(ao + ay + " -a^u^'). 

Die Modulargleichung bleibt ferner ungeändert, wenn an Stelle 

von u und v resp. gesetzt wird — und — . Nehmen wir hinzu, dass 

das Product aller Wurzeln gleich ± m*+^ ist, so folgt, dass die ganze 
Function: 

eine reciproke Function ist; es folgt femer, dass ihr Grad ist: 

8v-2(n2-l)- 8(n + 0- 

n«-l 

Hierbei ist e gleich (— 1) ® gesetzt worden. 
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Mit Hülfe weniger Schlüsse läset sich ferner zeigen, dass die Dis- 
criminante ein volles Quadrat ist. In der That, untersuchen wir den 
Ausdruck: 

«±1 ' 

so zeigt es sich, dass derselbe eine Modulfunction ist, welche für die 
Fundamental -Transformationen des ersten Falles der linearen Trans- 
formation ungeändert bleibt. Unter solchen Umständen muss derselbe 
sich rational durch u^ darstellen lassen. Wir erhalten also den 

Iiehrsatz: Die Discriminante der Modulargleichung lässt 
sich in die Form bringen: 

wobei ^ den Werth hat: 

«* — 1 n + B 

^ 8 ~2~ 

und fco+^i***H hf^u^f^ eine reciproke Function bedeutet. 

Wir wollen nun versuchen, die Wurzeln der Gleichung: 
2) D-O 

zu bestimmen und hierbei zunächst wenigstens annehmen, dass n eine 
beliebige ungerade Zahl ohne quadratischen Theiler ist. Es geschieht 
das, weil die Untersuchung für das allgemeine Problem sich nur wenig 
von den Untersuchungen für das specielle unterscheidet. 

Zwei Wurzeln der entsprechenden Modulargleichung können ge- 
sclirieben werden: /dr-16|A 



-Ü^C-^)' 



Nun haben wir bewiesen, dass die hinreichenden und noth wendigen 
Bedingungen dafür, dass zwei 9 -Functionen von verschiedenen Argu- 
menten: 

9(^1) und (p{x^), 

abgesehen von achten Einheitswurzeln, einander gleich werden, lautet: 

a^ Tg — Oj 

wobei die Zahlen a^, 6^, a^^ h^ zum ersten Fall der linearen Trans- 
formation gehören und je nach der Wahl der achten Einheitswurzel 
verschiedene Bedingungen erfüllen. Diese Bedingungen, die aus früheren 
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Untersuchungen hervorgehen, werden später für den Fall zweier dieser 

achten Einheits wurzeln, nämlich ± 1, ausfuhrlich aufgestellt werden. 

Setzen wir nun: 

or — Ibgi wr — logg 

so folgt als nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
Gleichung besteht: 

die Existenz der Gleichung: 

8. wr — 16L , 
«1 — *i 

wobei öo;^o?^i7^i später noch aufzustellenden Bedingungen genügen 
müssen. 

Wie wir sehen, erhalten wir auf diese Weise eine quadratische 
Gleichung in r: 

3) P%^+2Qx + R^0, 

deren eine Lösung mindestens die Eigenschaft hat, dass für die ihr 
entsprechende 9? (r)- Function zwei Wurzeln der Modulargleichung ein- 
ander gleich werden. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen zu finden, denen die Grössen P, Qy B genügen 
müssen, damit für die einer oder beiden Lösungen r entsprechenden 
Functionen q)(t) zwei Wurzeln der Modulargleichung, die zu einer 
rationalen Transformation n^^ Grades gehört, einander gleich werden, 
wobei, wie bemerkt, n wenigstens zunächst als impaare Zahl ohne 
quadratischen Theiler angenommen wird. 

Wir können die quadratische Gleichung mit der Unbekannten r 
auch schreiben: 



4) 


«i^'+K-W'-^o-O, 


wenn: 


«o-«(«o*i-16SiOi)j 




aj — «i^M, 


und daher: 
ist. 


ßo=b,d,u^ + aod.iegj - 61«, 165,- ajl6»|.S„ 
/Ji» 5(6, M, + 161,0,) 
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Die Discriminante dieser Gleichung hat die Form: 

1-^ — (ö + w)(a — n), 
a 2 

Nun muss wegen der Convergenz der d- Functionen der reelle 

Theil von — positiv sein. Daraus folgt unmittelbar, dass J negativ 

sein muss, femer, dass nur diejenige der beiden Wurzeln r gebraucht 
werden kann, für welche der Coefficient von i positiv ist. 

Wir wollen zunächst das Verhalten von a in Bezug auf den 
Modul 16 untersuchen oder näher präcisirt zusehen, welche Werthe i* in 

a = rnmodl6 

annehmen kann. Dazu ist es nöthig, die schon vorhin angedeuteten 
Bedingungen aufzustellen, denen die Grössen a^, (q, o^, bi genügen. 
Dieselben lauten: 



■d)©- 



+ 1. 



1) ao-8^H-l, 61-8B + I, ai = 0fiuwf2, bQ~OmodlG, 

Ä + B = 0mod4, 

2) ao-8^ + 7, &i«8B + 7, a^^0mod2, bQ=OmodlG, 

Ä + B = 2modA. 

3) ao-8il+3, 6,«8i? + 3, a^~0mod4, b^ziSmodlG, 

A + B=lmod4. 

4) ao=8il + 3, 6i-8B+3, 0^ = 2 mod4, bQ=8modl6, 

A + B = 3fnod4. 

5) ao-8^+5, bi-^SB + ö, o^-OmodA, bo=8fnodl6, 

Ä + B=lfnod4. 

6) ao-8^+5, 61 -85 +5, ai = 2wod4, 6o=8modl6, 

Ä + B = 3mod4. 



■^(1)©— • 



1) 0,-84 + 1, 6i-8B + l, Oi^OmodA, bo=8modlß, 

A + B = Omod4. 

2) 00=84 + 1, 61 -85 + 1, Oi = 2mod4, &„= 8 mod 16, 

4 + £ = 2nMM;4 
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3) «0-8^ + 7, 6i»8jB + 7, a^^OmodA, bQ=8modlG, 

Ä + B = 2fnod4. 

4) ao-8^ + 7, &1-8B + 7, a^ = 2mod4:, bQ=8modl6, 

Ä + B-0mod4. 

5) «0^8^ + 3, 6i«8J?+3, a^jiOmod2, b^^OmodlG, 

A + B^lfnod4. 

6) ao-8^+5, 6i-=8BH-5, a, = 0wöd2, bQ = 0modl6, 

Ä + B = l fnod4. 

Man findet diese Bedingungen unmittelbar aus der Tabelle für die 
lineare Transformation der 9? (t)- Function. Es ist nun: 

^^' 2a ^ ua^S^ + u^b^d mod32, 

Oq und fc, haben die Formen 8 4 + 5, 8B + s, so dass wir erhalten: 

ua^d^ + u^b^dn 8{ud^A + tiiöB) + s{uö^ + Uid)modd2. 
Wir untersuchen zunächst: 

ud^+ dWj = 2rn inod32. 
Es ergeben sich hierbei folgende Fälle: 



■■(§)(!)-■ 



1) « - 8po + J, M, — 8i)i + ?i, d - 8i), + 1, Ä, =- Sft + ?,, 

r- + l. 

2) «-.8i)o+i, M,-8i)i+J„ d-8p,-?, 3i-Sp,-l^, 

r 1. 



n-(l)(!)— ■ 
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Weitere Fälle sind nicht möglieh. Die Richtigkeit der Behauptung 
folgt aus einer näher eingehenden Rechnung. Wir zeigen die Art 
derselben an dem Falle 11, 2. Für diesen ist die Congruenz aufzulösen: 

(ßPo+l)(Sp,^l) + (8pi+ Z0(8a- U = ruu, + röd, fnodS2 
oder: 
8[(Ps, --Po) - rip, -pm - h) - (/ + l,y- 2(r - 1)^ = Omod32. 

mifliiT» • 

l + li^2 mod4, 

so folgt daraus unmittelbar als einzige Lösung: 

r 9. 

Wir können die soeben gefundenen Resultate übersichtlicher dar- 
stellen. Sei : 

u^SPq+1, ä = 8pi+li, 

so ist, wenn: 

'•(1)0-+'. 

r = 4^ 1, je nachdem l ±1^ = fnod4y 
wenn: 



"■ (])(-!)— . 



r = -f 9, je nachdem i ± Zj = modA. 

Untersuchen wir jetzt die Congruenz: 

2a = 2rnmod32, 

so ergiebt sich vermöge Rechnungen genau derselben Art fiir die vor- 
hin aufgestellten Fälle resp.: 

I. 

1) a = T n mod 16, 2) a = ± w mod 16, 

3) a = + 9n mod 16, 4) a = ± » mod 16, 

5) a = ± 9w mod 16, ii) a = ^^n mod 16. 

n. 

1) a = q: 9n fnod 16, 2) a = T n modlG, 
3) a e: ± 9n wod 16, 4) a = ±n mod 16, 
5) a = ± n mod 16, 6) a h qp w mod 16. 

Dabei ist in allen zwölf Fällen das obere oder das untere Zeichen 

zu nehmen, je nachdem 

l±li = 0mod4t 
ist. 
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Wie wir sehen, zeigt sich das merkwürdige Resultat, dass 

a = ±n mod 8 
sein muss. Je nachdem nun: 

a = ± 9n modlQ 

oder: 

a = ± nmod\& 

ist, nimmt die Determinante eine der beiden Formen an: 

f z/ - 16(3n - 8i/) (n - 2v), 

Also finden wir: Damit eine Lösung von 

unseren früher aufgestellten Bedingungen genüge, ist eine nothwendige 
Bedingung, dass die Determinante der Gleichung sich in eine der 
beiden Formen bringen lässt: 

^ « §« - PB = l6(3n - 8r) (w - 2v) 
oder: 

z/'= Q^^PR^- 32v(n - 8v) 

und negativ ist. 

Es fragt sich jetzt, welchen weiteren Bedingungen die Coefficienten 
genügen müssen. 

Es ergab sich für r die Gleichung: 

«t^*+(«o-/5i)^-/Jo=0 

oder auch: ^ « ^ ^ ^ ^ 

Fx^+2Qt + R^0, 

wobei die Coefficienten vorhin angegebene Werthe besitzen. Sei zunächst: 

z/ = 16(3w- 8i/)(n-2i/), 

so zeigt die früher aufgestellte Tabelle, dass in allen diesen Fällen: 

a^ = mod4y h^-S mod 16 
ist, mithin auch: 

P~0mod4, R = 8 modle. 

Es bleibt übrig, Q zu betrachten, und zwar untersuchen wir es 
nach dem Modul 8. Es ist: 

2Q = uaQdi — u^b^d mod 16 = tiaQ-^ — db^ — mod 16 = t— (^^öo"" ^*^i) wodl6. 
Die Rechnung zeigt nun, dass: 

in allen möglichen vorkommenden Fällen congruent ist: 

u^Oq — tf*&i = 8 mod 16. 



236 § '^^' ^i^ Discriminante der Modulargleichungen. 

Wir zeigen die Art derselben an einem Beispiele und wählen dazu 

ao«8^ + l; 61-8Ä + I; a^ = 0mod4] bQ=SmodlG. 
Für diesen Fall wird: 
u^a^^ d%=S(l^Ä + l,*B) + P- h*~P- l,^ modle = 8 morfl6. 

Hieraus folgt nun^ dass sein muss: 

20^8 modle. 

Aehnliche Resultate ergeben sich für: 

z^'--32v(n-8i/). 

Man hat hierfür zwei Fälle zu unterscheiden, wie aus den auf- 
gestellten Tabellen unmittelbar ersichtlich ist: 

a) PE:2mod4, Q = 4mod8y R = 8fnodl6, 

h) P=0mod2, Q = 0mod8, R = 0modl6. 

Fassen wir die letzten Betrachtungen zusammen, so ergiebt sich: 

Die nothwendigen Bedingungen, damit zu einer Lösung 

''^''''- Pr«+2(2t + B-0 

eine Function 9)(t) gehöre, die Wurzel der Gleichung: 

ist, sind: -^""^ 

1. Die Determinante der Gleichung muss sich in eine der 
beiden Formen: 

^-16(3n- 8v){n-2v), 

zi'---32i/(n-8i/) 
bringen lassen und negativ sein. 

^' ■^'*^^^' J - 16(3n - 8v){n - 2v) 

ist, muss sein: 

falls- P=0mod4, Q = 4mod8, B = 8modl6] 

z/' 32i;(n-8i;) 

ist, muss sein: ^ "^ 

, P = 2mod4t, Q = Amod8, R = 8modl6 

oder: ' ' 

P=Omod2y Q^Omod8, R~0fnodl6, 

Wir zeigen, dass diese aufgestellten Bedingungen auch die hin- 
reichenden sind. 

Dazu muss bewiesen werden, dass, falls sie gelten, a^, 6q, a^, Jj, 
w, Wj, tf, dl, 5j, gj so bestimmt werden können, dass allen Bedingungen 
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Genüge geleistet wird. Bei diesem Beweise wollen wir nun die alte 
Annahme machen^ dass n eine ungerade Primzahl ist^ femer wollen 
wir annehmen, dass P durch n nicht theilbar sei, indem wir bemerken, 
dass der entgegengesetzte Fall in analoger Weise zu erledigen ist. 

Wir fanden zunächst: 

P—aidw. 

Hieraus folgt 5 = m =« 1, tfj « w, iij « w, so dass wir durch so- 
fortige Specialisirung der früheren Gleichungen die folgenden erhalten: 

R - 16'^,^a, + n(16|,&, - 166,ao) - b,n*, 
Setzen wir: ^«^^ " ^«^^ " ^• 

so ergeben sich für Oq und b^ die Gleichungen: 

n»ao«- 2na,{Q + 16g,P) . ^ + n«- (^ + 165,P)«, 

nn,*+ 2nb,(Q + IßS^ P) « z/ + n«- ((? + IG^Pf, 

mithin, da: • . ^ o 

' fr + ^ ^ a% 

nao-e + 16liP±a, 

w&i» -(« + 161, P)±a. 

Um a^ und (^ als ganze Zahlen zu bestimmen, muss den Con- 
gruenzen Genüge geleistet werden: 

Q + lGl^P±a-Omodn, 
Q + 16^PTa = Omo'dn, 

Wir erhalten aus diesem Gleichungssystem nur ein Werthepaar gj, ^g, 
da die Reihenfolge gleichgültig ist, und daraus folgt unmittelbar, dass 
wir uns auf ein Zeichen von a beschränken können. 

Zu dem gefundenen Werthepaare Sj, §, gehört dann ein bestimmtes 
Werthepaar «o;^!? ^i ^^^ schon bestimmt. Dass b^ als ganze Zahl be- 
rechnet werden kann, folgt aus der Gleichung: 

l^a^b, 

nachdem wir uns in dieselbe die erhaltenen Werthe von a^ und b^ ein- 
gesetzt denken. Somit sind alle Grössen bestimmt, und zwar zeigt es 
sich, dass zu der vorgelegten Gleichung jedenfalls nur ein Paar gleicher 
Wurzeln gehören kann. 



238 § '^^' ^i^ Discriminante der Modulargleichungen. 

Es ist nun nicht schwer nachzuweisen, dass die Grössen Oo, h^, a, , \ 
auch den übrigen aufgestellten Bedingungen genügen. Wir beschränken 
uns darauf, den Beweis in einem Falle zu liefern. 

^^ ^^'' A - 16(3n - 8r) (n - 2v\ 

also: 

P = 0wod4, e = 4wod8, Ä-8morfl6; 

ferner nehmen wir: a^-^nmod 1(5. 

Es war gefunden worden: 

w&i Ö-ieigP+a. 

Hieraus folgt: 

w(ao - 7) e: 4 wod8, w(Ji — 7) ~ 4 möd8. 
Mithin erhalten wir: 

a^«8^ + 3, &,«8JB + 3. 

Ferner folgt: 

«(öQ + &i) = — 18 n mod 32, 

oder also: 

^+ B=lmod4. 

Da P = aj, so ist: 

«1=0 mod 4, 

während 6^ aus der Gleichung: 

JR = 16^gil2aj + 16|iM6i — leggwao- n\ 

sich in der Form ergiebt: 

6^= 8 mod 16. 

Das sind aber gerade die gewünschten Resultate. 

Wir sehen also, dass die nothwendigen Bedingungen auch die hin- 
reichenden sind. Wir wollen nun alle die zuletzt gewonnenen Resultate 
in einer etwas modificirten Weise zusammenfassen in den folgenden: 

Lehrsatz: Die nothwendigen und hinreichenden Beding- 
ungen, damit zu einer Wurzel von: 

eine Function (p{z) gehöre, die Lösung der Gleichung: 

ist, lauten: 
1. Die Determinante der quadratischen Gleichung muss 
sich in eine der beiden Formen: 

A^(3n~8v){n-2v) 
oder: 

z/' 8i/(w — 8i/) 

bringen lassen und negativ sein. 
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2. Falls ^ _ (3„ _ 81,) (n - 2v) 

ist^ muss sein: 

PEilmodl, Q = 1 fnod2y R = 2 mod4^ 
falls 

j' 8i;(n- 8i/), 

muss sein: 

F^lmod2, Q = 2mod4, R = 4mod8 

P=Omodl, Q = 0fnod4, R = 0mod8. 

Zu gleicher Zeit folgt, dass einem jeden Werthe r 
immer ein und nur ein Paar gleicher Wurzeln der Modular- 
gleichung entspricht. 

Mit Hülfe dieser Resultate ist es möglich, sämmtliche Gleichungen: 

Px^+2Qt + R^0 

aufzustellen, deren Lösungen die Argumente der von einander ver- 
schiedenen Lösungen u ^ ^(t) der Discriminantengleichimg: 

isin 

sind. Die Lösungen w — 0, u^ e ® sind nicht in Betracht zu ziehen, 
wir können femer, da: 

war, uns darauf beschränken, sämmtliche Gleichungen: 

aufzustellen, deren Lösungen von einander verschiedene Werthe von 
9(t)® ergeben. 

Zunächst lassen sich aus Bedingung 1) fär jedes n unmittelbar 
alle nur möglichen Determinanten ableiten. Dieses sei geschehen, dann 
greifen wir eine beliebige derselben, die wir mit ^ bezeichnen wollen, 
heraus. Sämmtliche quadratische Formen, die zu der Determinante z/ 
gehören, zerfallen in eine gewisse Anzahl von Classen, deren jede wir 
uns durch eine reducirte Form repräsentirt denken können. Diese 
reducirten Formen sind nach bekannten Methoden aufzustellen und 
mögen wirklich aufgestellt sein. Greifen wir eine beliebige derselben 
heraus, so fragt es sich, giebt es sichere Kriterien zu unterscheiden, 
ob in der zugehörigen Classe Formen enthalten sind, deren Coefficienten 
auch der zweiten Bedingimg genügen. Wir müssen dazu die einzelnen 
Fälle der möglichen Determinanten unterscheiden. Sei: 

L - zi--(8v- 3n) (n - 2v) 
und zwar: ^ ^ ^ 

1) — -^= 1 mod4. 
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Alsdann sind für die Coefficienten der zu der Determinante J ge- 
hörenden quadratischen Formen überhaupt folgende Fälle möglich: 

s)F~lmod2, Q = 0mod2, R^lmod2. 

Wenden wir dann auf die Form (P, Q^ R) eine lineare Trans- 
formation des vierten Falles an, so geht dieselbe über in die Form 
(P', (?', R'), wobei: 

P'^Pb^^+2Qh,a,+ Ra,^, 

Q' ^ T\h, + Q{b^a, + a,b,) + Ra^a,, 

R^P\^+2Q\a,+ Ra,\ 

und %j\yO,\,\ jene linearen Transformationszahlen bedeuten, die der 
Bedingung genügen: 

«0=1, 01 = 1, ^0=1, 6i = 0mod2. 

Wie wir sehen, ist jetzt: 

P' = lwöd2, Q^-\mod2, B'=2wöd4, 

d. h. wir sind durch eine lineare Transformation auf eine Form ge- 
konmien, deren Coefficienten der Bedingung 2) genügen, d. h. in Glassen 
dieser Art existiren stets Formen der verlangten Art. 

b) P=0woÄ2, Q = lmod2, R = lmod2, 

In diesem Falle wenden wir auf die Form (P, Q, R) eine lineare 

Transformation des zweiten Falles an, um wieder zu einer JForm (P', ^', 2J') 

zu gelangen, deren Coefficienten allen früher aufgestellten Bedingungen 

genüiren. 

c)P=lmod2, Q=lmod2, R=2fnod4, 

Diese Coefficienten haben schon die gewünschte Form. Da weitere 
FäUe nicht möglich sind, so finden wir: In sämmtlichen Classen, die 
zu einer Determinante der Form: 

^ = 3 mod4c 

gehören, giebt es Formen, deren Coefficienten der Bedingung 2) und 
damit allen aufgestellten Bedingungen genügen. 

In ähnlicher Weise sind alle übrigen Determinanten zu untersuchen. 
Die Resultate werden später angegeben werden. Dieselben liefern ein- 
fache Kriterien, welche der reducirten Formen bei einer jeden der 
möglichen Determinanten beizubehalten, welche zu verwerfen sind. 

Seien alle beizubehaltenden reducirten Formen sämmtlicher über- 
haupt möglicher Determinanten hingeschrieben, so fragt sich schliesslich 
noch, wieviel Formen in der zu einer jeden derselben gehörenden Classe 
sich befinden, die den angegebenen Bedingungen genügen und überdies 
von einander verschiedene Werthe von ^(r)® ergeben. 
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Die Coefficienten der reducirten Formen können entweder den auf- 
gestellten Bedingungen genügen oder nicht. Im ersteren Falle behalten 
wir sie als Repräsentanten bei, im letzteren wählen wir dazu diejenige 
Form, die aus der reducirten durch eine möglichst einfache lineare 
Transformation entstanden ist und den genannten Bedingungen genügt. 
Diese Transformationen zerfallen in sechs Fälle. Zunächst ist klar, 
dass diejenigen Formen, welche durch eine Transformation des ersten 
Falles aus den obigen Repräsentanten abgeleitet sind, stets dieselben 
Werthe von qp(T)" ergeben, da die ihnen entsprechenden 9 (r)- Func- 
tionen sich von einander nur um achte Einheitswurzeln unterscheiden. 

Die anderen fünf Fälle müssen bei den einzelnen Arten von Deter- 
minanten gesondert betrachtet werden. 

Hierbei ist eine Bemerkung wesentlich. Wenn man von einer allen 
Bedingungen genügenden Form: 

ausgehend, eine lineare Transformation des 2., . . . 6. Falles anwendet, 
so kann man hierbei sehr wohl zu derselben Form zurückgelangen. 
Diese Fälle bilden eine Ausnahme und müssen gesondert betrachtet 
werden. 

Bekanntlich ergeben sich die Substitutionen, welche eine quadra- 
tische Form in sich selbst überführen, aus den Lösungen der Gleichung: 

wenn der grösste gemeinsame Theiler der drei Coefficienten P, 2§, iZ 
ist und z/ die Determinante der Form bedeutet. In unserem Falle ist 
dieselbe negativ. Dann giebt es aber im Allgemeinen nur zwei Auf- 
lösungen der obigen Gleichung: 

t ^ 6y n «« 0, ^ =— — <y, u « 0. 

Die zu beiden Fällen gehörenden Transformationszahlen sind: 

gehören also zur linearen Transformation des ersten Falles und sind 
nicht weiter zu berücksichtigen. 

Eine Ausnahme bilden die Fälle: 

— z/ = (j^ und — 4 z/ •« 3 öl 

Dieselben sollen später behandelt werden und mögen einstweilen 
unberücksichtigt bleiben. 

Sei nun unter dieser Einschränkung: 

I. z/ « (3n - 8i/) (n - 2v) 
und zwar: ^ ^ 

1) J^'imodA. 

Kraaao, Doppeltporiodittche Ftmciionen. I. 16 
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Wenden wir dann auf die repräsentirenden Formen Substitutionen 
des zweiten, vierten, fünften und sechsten Falles an, so kommt man 
nicht mehr zu Formen, die allen Bedingungen genügen, vielmehr ge- 
schieht dieses nur und stets durch Substitutionen des dritten Falles. 
Hieraus folgt: 

In jeder Classe einer Determinante der Form ^ = 3 modA giebt 
es zwar unendlich viele Formen, die allen Bedingungen genügen, jedoch 
liefern dieselben nur zwei von einander verschiedene Werthe von 9(t)^ 

Wir brauchen daher auch nur zwei Formen in Betracht zu ziehen, 
z. B. die repräsentirende und eine zweite, die aus ihr durch eine lineare 
Transformation des dritten Falles entstanden ist. 

In ähnlicher Weise sind sämmtliche übrigen Determinanten zu 
behandeln. 

Schliesst man z/ = — ö* und 4^ = — 3(J* aus, so ergeben sich 
Resultate, die wir mit den früheren in folgenden Sätzen zusammen- 
fassen können. 

Seil. z:/= (3w — 8i/)(n — 2v). Wenn -^ = 3 wod4 ist, so liefert eine 
jede Classe je zwei Formen der verlangten Art. Wenn 
/d = lmodA ist, so liefern nur die uneigentlich primi- 
tiven Classen Formen der verlangten Art und zwar, 
wenn ^ ~1 modS ist, deren zwei, wenn z/£_5 modS, deren 
sechs. 

Sei II. z/ = 8r(8i/ — w). Wenn v ungerade ist, so sind alle die- 
jenigen Classen auszuschliessen, in welchen die Coeffi- 
cienten durch zwei theilbar sind, alle anderen liefern 
zwei Formen. Wenn v gerade ist, so sind in sämmt- 
lichen Classen Formen der verlangten Art enthalten, 
und zwar mit zwei Ausnahmen zwei. Diese zwei Aus- 
nahmen, in denen sich sechs Formen ergeben, werden 
von den Classen gebildet, in welchen die Coefficienten 
der vorkommenden Formen durch acht theilbar sind 
oder die nach Fortlassung eines allen Coefficienten 
gemeinsamen Theilers uneigentlich primitiv werden. 

Dabei genügt es, in jeder Classe die repräsentirende Form auf- 
zustellen. In denjenigen Classen nämlich, in denen zwei Formen der 
verlangten Art existiren, wird die zweite aus der repräsentirenden durch 
eine lineare Transformation des dritten Falles gefunden, in denjenigen 
Classen femer, in denen sechs Formen der verlangten Art existiren, 
werden die fünf anderen durch eine lineare Transformation des zweiten, 
dritten, . . . sechsten Falles aus der repräsentirenden abgeleitet. 
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3 
Es bleibt übrig, die Determinanten — a* und — ^ ^* ^^ betrachten. 

Sei zunächst z/ =■ — <y*, und zwar =Smod4. Es giebt nur eine 
Classe der Determinante ~ d*, in welcher die Coefficienten sämmtlicher 
Formen den Theiler a haben. Die einzige reducirte Form derselben ist: 

Dieselbe kann nicht zum Repräsentanten gewählt werden, da ihre 
Coefficienten nicht allen Bedingungen genügen. Wir wählen daher eine 
andere Form zu demselben, und zwar: 

<yT*-2(fT + 20-0. 

Dieselbe wird durch vier Transformationen in sich selbst über- 
geführt. Die beiden ersten sind schon betrachtet und als zum ersten 
Fall gehörend befunden worden. Die beiden anderen werden von den 
Zahlen gebildet: 

^0 1? *o 2, dl- 1, 6i= 1, 

Dieselben gehören zum dritten Fall, so dass in der zu der Form: 

ör^- 26%+ 26^0 

gehörenden Classe nur diese einzige Form existirt, welche allen Be- 
dingungen genügt, vorausgesetzt, dass 6 eine ungerade Zahl ist. 
Dasselbe Resultat findet statt, wenn: 

— z/ = a* = 16 mod 64 
ist. 

Ist dagegen: — z:/ = ö*= modM, 

so giebt es in der einzigen Classe, deren Coefficienten durch ö theilbar 
sind, drei Formen, die allen Bedingungen genügen, nämlich u. a.: 

(jT^ + ö- 0, 2(yT^+2(Tr + <y«=0, az^—2öt + 2ö'^0. 
Sei jetzt: . . ^ , 

Alsdann giebt es in der einzigen zu dieser Determinante gehörenden 
uneigentlich primitiven Classe, in welcher die Coefficienten sämmtlicher 
Formen durch ö theilbar sind, nur zwei Formen, welche allen Be- 
dingungen genügen, und zwar können die Formen gewählt werden: 

aT^+ 6t + ö ^ 0, OT^— 0t + 6 ^ 0. 

Hiermit ist die Untersuchung abgeschlossen. Die gefundenen Sätze 
liefern eine einfache Methode, sämmtliche Gleichungen: 

Pt^+2Qt + R'^0 

aufzustellen, deren Lösungen die Argumente der von einander verschie- 
denen Wurzeln der Discriminantengleichung ergeben. Seien alle diese 

16* 
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Gleichungen aufgestellt, so schliesst sich hieran die Aufgabe, zu ent- 
scheiden, wie vielfach eine jede dieser Wurzeln ist. 

Um dieses Problem zu lösen, stellen wir die folgende Untersuchung 
an. Die Modulargleichung möge bezeichnet werden durch: 

Fiu,v)-(), 
ferner setzen wir: 

dF - . V dF . . 

Die Beziehung zwischen dem Multiplicator, dem ursprünglichen 
und dem trausformirten Modul, kann dann auch geschrieben werden: 

In diesen Ausdruck wollen wir der Reihe nach alle Wurzeln der 
Modulargleichung einsetzen. Da das Product der entsprechenden Werthe 
von M:± n ist, so ergiebt sich: 

/7f(l-t;^)i7r,(«,t;) 
Nun ist aber: 



und ähnlich: 



mithin wird: 



JJ(1 - t;8) - (1 -- «»)*+', 



Die linke Seite ist vom Zeichen abgesehen die Discriminante. 
Daraus folgt, dass wir die Discriminante auch erhalten können, indem 
wir V aus den Gleichungen eliminiren: 

F{u,v)~0, /;(«,«) = (). 

Wir wollen nun an Stelle von vieii^ von u:v setzen, so wird 
die Modulargleichung ungeilndert bleiben, /i(t*, t;) = übergehen in 
/^(m, v) — Ü. Setzt man daher in der Discriminautengleichung an 
Stelle von u:v, so stellt dieselbe die Eliminationsgleichung von 

dar, welche sich durch Elimination von u ergiebt. Hieraus folgt, dass 
die Wurzeln der Discriminautengleichung mit den Werthen der gleichen 
Wurzeln der Modulargleichung zusammenfallen. 

Nun sind für eine jede Wurzel der Discriminautengleichung, die 
Wurzeln n — und u^ -= 1 ausgeschlossen, immer je zwei und nur zwei 
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Wurzeln der Modularglei chung einander gleich. Hieraus folgt, dass 
die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung: 

mit Ausnahme der Wurzeln w -= und tt® — 1 von der Ordnungszahl 2 
sein müssen, so dass damit das Problem, die Discriminantenglei chung 
aufzulösen, vollständig zu Ende geführt ist. 

Wir wollen nun in den einfachsten Fällen die Discriminante wirklich 
aufstellen, resp. die Gleichungen, deren Wurzeln zu den Wurzeln der 
Gleichung: 7) — 

gehören. Es brauchen hierzu nur die repräsentirenden Formen auf- 
gestellt zu werden. Wir treffen die Wahl in folgender Weise. Genügt 
eine reducirte Form nicht sämmtlichen Bedingungen in Betreff ihrer 
Coefficienten, so thut es entweder die Form: 

(B, - Q, P) oder (P, - P+ ft P- 2Q + R), 

Setzen wir daher: 

(B, -Q,P)- (P, Q, B\, (P,-P+Q,P-2Q +R) = (P, Q, R%, 

SO können wir immer eine der drei Formen: 

(P,Q,R), (P, «,«)., (P, «?,B), 

zum Repräsentanten wählen, wie wir es thun wollen. 

Wir haben ferner zwei Kategorien von Determinanten unterschieden. 

Wir wollen durch £ resp. £' die Zahl der Gleichungen bezeichnen, 

die zu der ersten resp. zweiten Kategorie von Determinanten gehören 

und von einander verschiedene Werthe von <3p(t)® ergeben, endlich durch 

V die Grösse £+£^ bezeichnen. Dann wird für n — 3 die Discriminante 

die Form annehmen: ^ ..^ «v« 

/) = M*(l — u^y. 

Für n — 5 erhalten wir: 

D - ti«(l - M«)*(l + w»)*; 

die einzige in Betracht kommende Form lautet: 

(1, 0, l\. 
Für w « 7 erhalten wir: 

D - u\\ - w8)«(l - M« + u^^y. 

Die allein in Betracht kommende Determinante ist — 3. 
Für w — 11 ergeben sich die Determinanten ^— — 7 und -^' = — 24 
mit den Formen: 

(2,1,4X, (1,0,24), (3,0,8), (4,2,7),, (5,1,5),. 

Für die höheren Primzahlen 13, 17, 19, 23 fassen wir die Resultate 
in einer Tabelle zusammen. 
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n 








V 


13 


Z/--3 

(2, 1, 2) 
^- i» 
(1, 0, 0)„ (l>, J, 
(3, 0, 3), 

2; -7 


ö). 


(1,0,40), (5,0,8), (4,2,11)., (7,3,7), 

^'-8 


lö 

1 



17 



-Z/-13 

(1,0, 13),, (2, 1,7), 

z/ = 15 
(2, 1,8)., (4,1,4), 

2;-8 



- ^' = 72 
(1,0,72) (3,0,24) (8,0,9). (4,2,19). (9,3,9), 

(8, 4, 1 1), 

-^'=16 

(1,0, 10) (2,0,8) (4,2,5), (4,0,4), 



27 



£' - 19 



19 



- ^ = 15 

(2, 1, 8). (4, 1, 4), 

-^-21 

(1,0, 2 0,(3,0,7), (2, 1,11), 

(•>, 2, 5), 

2; -12 



— ^' - 88 
(1, 0, 8.S) (8, 0, 11), (4, 2, 23). (8, 4, 13). 

_ j' =«48 

(1,0,48) (2,0,24) (3,0,1(5) (4,0,12) (6,0,«) 

(7, 1, 7), (4, 2, 13). (8, 4, 8) 

2;' = 24 



36 



23 



-Z/-19 

(2, 1, 0) 

-z/ = 33 

(1,0,33), (3,0,11), 

(2, 1, 17). (6, 3, 7). 

-Z/-15 

(2, 1, 8), (4, 1, 4), 

27-18 



- z^' = 1 12 , 54 

(1,0,112) (2,0,56) (4,0,28), (8,0, 14), (7,0, 1(5) 

(4,2,29). (11,3,11), (8,4,16) 

-^'-120 

(1,0,120) (3,0,40) (5,0,24) (8,0,15), (11,1,11), 

(4,2,31) (8,4,17), (12,6,13), 



Z' - 36. 



In ähnlicher Weise könnten wir weitere Primzahlen behandeln. 
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§ 73.»*) 
Definition allgemeiner Transformationsgleichungen nach Weber. 

Wir haben im Vorhergehenden gewisse algebraische Gleichungen 
untersucht und zwar auf Grund der Theorie der Modulf unctionen. 
Hierbei hat es sich gezeigt, dass die Wurzeln derselben in engem 
Zusammenhang mit den Wurzeln der Theilungsgleichungen stehen. 
Unter Zugrundelegung der letzteren und zwar für die NuUwerthe der 
Argumente können die Betrachtungen wesentlich verallgemeinert werden. 

Setzen wir: 

1) x^^^"^sn-^ 

und lassen ^ und ft' ein vollständiges Restesystem nach dem Modul n 
durchlaufen, so erhalten wir n* von einander verschiedene Werthe, 
welche Wurzeln der algebraischen Gleichung: 

2) xB(x^) - 

sind. Dieselben sind also jedenfalls algebraische Functionen von k^. 
Hierbei wollen wir der Einfachheit halber wieder annehmen, dass n 
eine ungerade Primzahl sei. Es folgt dann aus den früheren Formeln, 
dass die Grössen: 



3) 



yf,M-'<:»[ ) 



,_..,„ (lü^iLii^') 



^A«,A*' 



sich rational durch a;^,^* ausdrücken lassen, wobei die Coefficienten 
rational durch k* darstellbar sind. Es folgt das aus den Formeln: 

A(x^) A(x^) 

^ G{x^) Dix") 

Aus den Wurzeln x^ der Gleichung B{x^) «=» lassen sich die 

Wurzeln von 

^(x2)«0, C(a;2)-(), D(x«)-0 

rational ableiten. Ist nämlich x^ eine Wurzel von B{pi?) -» 0, so sind: 

1 >-a;^ IZL**^* _L 
l-k^ix?' \-x^' k^x^ 
Wurzeln von resp.: 

C(a;*)-0, /)(a;«)-0, A(x^)^0, 

Jedenfalls folgt, dass eine jede rationale Function der Grössen a:;,,^' 
eine eindeutige Function von r und eine algebraische Function von k^ 
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ist. Wir wollen nun zusehen, welche Aenderungen eintreten, wenn 
an Stelle von t gesetzt wird: 



^_-o -0 



rJ 



wobei die Zahlen «o? ^07^17^1 Zahlen des ersten Falles sind. Führen 
wir Thetafunctionen ein, so können wir setzen: 

1 *.(?ü±V') 



X 



"•" yü ^ / 2ft + 2ft'T \ 



Setzen wir nun an Stelle von r die vorhin definirte Grösse z\ so 
ist das gleichbedeutend damit, als ob auf die Function: 

die Transformation: 

ausgeübt wird, vorausgesetzt, dass unter v die Grösse verstanden wird: 

2fi6i - 2|Lt'&o+ (— Sfi«! + S/t'aJr 

n 

Unter solchen Umständen geht .-r^,^- über in: 

(-1) ' ^...', 
vorausgesetzt, dass die Gleichungen bestehen: 

t/' fia^ + 11! a^. 

Ist aß = 3 wod4, so können wir auch sagen, ar^,^- geht über in x_y,_y-- 
Dabei ist klar, dass hierbei die sämmtlichen Zahlen a^, t^, «, , ^i , fi , /*', v, v', 
soweit es sich um die Bestimmung von a?r,»' bandelt, nur nach dem 
Modul n zu nehmen sind. Von diesem Gesichtspunkte aus leisten die 
Zahlen «o^^o^^u^i lediglich der Congruenz Genüge: 

«o&i - h^a^ ~ 1 modn. 

Wir wollen nun von der Wurzel a;o,o absehen, die übrigen Wurzeln 
lassen sich in folgender Weise in Reihen ordnen. Man wähle nach 
Belieben eine der Wurzeln: 

4) ^A^. , f^i - s w [-^ ^ j « sn ßj . 
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Unter den übrigen Wurzeln kommen dann die Grössen vor: 

(ßj) snAüj, 

wobei h etwa die Zahlen 1, 2,... n — 1 durchlänft. Dieselben sind alle 
von einander verschieden. Wir wollen das System R^ die erste Reihe 
der Wurzeln nennen. Ist nun i?j eine in Ä^ nicht enthaltene Wurzel, 
so bilden die n — 1 Grössen: 

welche sowohl unter einander, als von den Wurzeln R^ verschieden sind, 
eine zweite Reihe. Auf diese Weise kann man fortfahren, bis sämmt- 
liche Grössen x^^ ^' in n + 1 Reihen von je n — 1 Gliedern geordnet 
sind. Nach dem Multiplicationstheorem lässt sich durch eine Wurzel 
jede andere Wurzel derselben Reihe rational ausdrücken in der Form: 

5) snh^ '=fh(snSl), 

worin /i eine von dem Multiplicator Ä, aber nicht von der Wahl von Sl 
abhängige rationale Function ihres Argumentes ist. Wenn nun die 
beiden Wurzeln o?^,^', 5?^,»' in dieselbe Reihe gehören, so muss sich die 
Zahl h so bestimmen lassen, dass 

ist und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so gehören beide Wurzeln 
in dieselbe Reihe. 

Aus den beiden Congruenzen folgt: 

fiv' — v^i! — modn 

und umgekehrt lassen sich aus dieser die obigen Congruenzen ableiten. 
In der That, fx, ft', n sind relativ prim. Unter solchen Umständen kann 
man die Zahlen er, ß so bestimmen, dass: 

an — ß(i^ — 1 modn 

ISli. 

Aus den aufgestellten Congruenzen folgt: 

V = («v — /3v')/x, i/'e: (ccv — ßv^)fi^ modn] 
wir erhalten also, wenn ^ t i 

gesetzt wird, in der That die früheren Congruenzen. 

Die Congruenz: 

6) (iv' — VI»! = modn 

ist also die hinreichende und nothwendige Bedingung dafür, dass die 
beiden Wurzeln ar^,^' und x^^v' derselben Reihe angehören. 

Hieraus folgt, dass die Eintheilung in Reihen gänzlich unabhängig 
ist von der Wahl der Grössen ß. 

Es folgt aber weiter, dass, wenn wir an Stelle von x : r' setzen, 
die Reihen nicht aus einander gerissen werden, sondern dass lediglich 
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die Glieder der einzelnen Reihen unter einander vertauscht werden, wobei 
freilich zunächst von dem Vorzeichen derselben abgesehen werden muss. 

Bezeichnen wir diejenige Reihe, in welcher ar^,^» vorkommt, durch 
Rfiyfi) so lässt sich eine rationale Function der Wurzeln einer solchen 
Reihe, etwa der Reihe ßi,o, rational durch eine dieser Wurzeln darstellen. 

Wenn diese Function die Eigenschaft hat, ungeändert zu bleiben, 
falls diese eine Wurzel durch eine andere derselben Reihe ersetzt wird, 
wenn also beispielsweise | eine symmetrische Function der Wurzeln 
einer Reihe ist, so fallen die Zeichenschwierigkeiten fort und | erhält 
durch Anwendung aller linearen Transformationen des ersten Falles 
w + 1 Werthe: t t t 

Sind diese n + 1 Werthe alle von einander verschieden, 
so leisten die Grössen g dann einer Gleichung vom n + 1**° 
Grade Genüge, deren Coefficienten sich rational durch k* dar- 
stellen lassen. Es fragt sich noch, welche Constanten in den 
Coefficienten auftreten können. Erwägen wir, dass wir zur 
Berechnung der Coefficienten die g-Reihen einführen können 
und nehmen an, dass in | nur rationale Zahlencoefficienten 
vorkommen, so folgt ähnlich wie bei den Modulargleichungen, 
dass die Zahlencoefficienten in unseren Gleichungen auch 
ihrerseits rationale Zahlen sein müssen. 

Ebenso einfach folgt die Irreductibilität unserer Gleichungen, die 
wir Transformationsgleichujigen nennen. 

Webergreift nun unter allen möglichen Transformationsgleichungen 
zwei besondere Gruppen heraus. Aus jeder der Reihen, in welche wir 
die Wurzeln der Theilungsgleichungen geordnet haben, nehmen wir ftir: 

^^^ n 

einen Repräsentanten ßj, ßgj-^-'^w+i ^^^ erhalten die n-1 Grössen einer 
Reihe, wenn wir in snmSl m ein vollständiges System incongruenter 
zu n relativ primer Zahlen durchlaufen lassen. Die einfachsten Aus- 
drücke, welche als Wurzeln von Transformationsgleichungen eingeführt 
werden können, sind die Producte: 



77*0 



[snhSi), 

die nach A von ä == 1 bis Ä «- n — 1 zu nehmen sind und in denen 
eine beliebige rationale Function ihres Argumentes bedeutet. Eine jede 
solche Function ist durch snSl rational ausdrückbar und bleibt offen- 
bar ungeändert, wenn Sl durch irgend ein m«^ ersetzt wird. Wird 
also die Function nur so gewählt, dass die n + 1 Werthe unsei*es 
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Productes, die den n + 1 Reihen der Wurzeln der Theilungsgleichung 
entsprechen, von einander verschieden sind, so ist der Ausdruck, 
den wir hingeschrieben haben, Wurzel einer Transformations- 
gleichung. 

Wir wollen nun zwei Fälle unterscheiden. Die Function 0(x) 
kann gerade oder ungerade sein. 

Erster Fall. Es sei 0(x) eine gerade Function, so sind unter 
den Factoren unseres Productes je zwei, nämlich: 

0[snQiSiy\ und ^[sti (n — h) Sl] einander gleich. 

Ist daher m irgend eine zu n relativ prime Zahl, so folgt: 



JJ[o[sn(hmSiy] -^J^Oisnhfl), 



wobei das Product links und rechts nach h zu nehmen ist und zwar 
von Ä = 1 bis Ä -» 



2 

Setzen wir daher: 



n— 1 



V^]j0[st,(hSl)], 



SO ist F Wurzel einer Transformationsgleichung. Wir nennen 
eine solche eine Modulargleichung. 

Ist 0{x) eine ungerade Function, so sind die beiden Grössen: 

<D [sn (h Sl)] und d>[sw (n - h) ß] 
entgegengesetzt und daher: 

[j0(snhmil)'^± [Jo(snhSl), 

wobei wiederum das Product links und rechts nach h zu nehmen ist 

w — 1 
und zwar von A — 1 bis A — — - — 

dl 

Unter solchen Umständen können wir im Allgemeinen nur schliessen, 
dass das Quadrat unserer Function Wurzel einer Trans- 
formationsgleichung ist. Wir nennen dieselbe eine Multi- 
plicatorgleichung. 

§74. , 

Besondere Transformationsgleiohungen. Anderweite Darstellung 

der Wnrzeln derselben. 

Wir wollen nun einige specielle Kategorien von Transformations- 
gleichungen aufstellen. 
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Wir setzen dazu: 



1) 



n 



ft + f*'t: 



n 



und betrachten die Producte: 



]7*„(2ÄT,), 



in denen a die vier Werthe 0, 1, 2, 3 annehmen kann, während das 
Product nach h zu nehmen ist und zwar von Ä — 1 bis h «= — ^ — 
Man kommt dann zu besonders einfachen Resultaten, wenn man setzt: 



«— 1 



2) 



Pa.»a^ '-f.U»a(2ht,), 



a - 0, 2, 3 



R— 1 



wobei ri die früher definirte Function bedeutet, und ferner gesetzt ist: 

Zwischen den drei Grössen P^, Pg, Pg besteht dann die Beziehung: 

Die eingeführten Grössen P lassen sich durch die Wurzeln der 
Theilungsgleichung ausdrücken. In der That, bildet man die Quotienten: 



P P 



p2 
P P 



p2 



P P P 



und nimmt die zuletzt hingeschriebene Relation hinzu, so folgt: 

ndn^hSl 
cnhSl 



4) 



«.P»" 



cn*AÄ 



£. 



'^« lldnhSi 



p.'-n 



e;nA.^.e2n/ii^ 



n— 1 



6\P,^^(k}(!) « JJ 



sn*AÄ 



n«--l n— 1 n^— 1 



8 



Diese Ausdrücke zeigen, dass Pg*, Pg', P,,^ Wurzeln von Modular- 
gleichungen, P^^ dagegen Wurzeln von Multiplicatorgleichungen 

sind, wobei die Producte von 1 bis — — zu nehmen sind. 
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Es sind dieses nicht die einzigen Transformationsgleichuugen, die 
mit Hülfe der Grössen P gebildet werden können. Unter den sonst 
noch möglichen fuhren wir die folgenden an: 



ö) 



P, j~Tcnhil 
P, "I I dnhÜ ' 

^« TT 1- 

p, llduhSl 



«) 



n — 1 



(- 


n' 1 

-1) » 




n'— 1 


(- 


-1) » 




n»— 1 



2 3 p.a.p^ 



(A/^) 



_8 

II — 1 

6" 



n 



n — 1 
> 8 






« — 1 



«1 — 1 



(-1) 



8 



pt p 



«r— 1 



n 
u 



snhSl .dnhSl 
cnhSl 



snhSl.cnh^ 
dnhSl 



snhSl 
cnhSl .dnhSl 



Die ersten Ausdrücke sind Wurzeln von Modularglei chungen, 
die Quadrate des letzten Wurzeln von Multiplicatorgleichungen, 
und zwar sind wir hierbei zu den von uns ausführlich be- 
handelten Modular- und Multiplicatorgleichungen gekommen. 

In ähnlicher Weise könnte es weiter gehen, indessen würde es den 
Rahmen dieses Werkes überschreiten, wollten wir hierauf näher eingehen. 
Wir verweisen in Bezug hierauf auf die Originalarbeiten von Kiepert, 
Klein etc. und das mehrfach citirte Werk von Weber. In diesen Publi- 
cationen werden eine Fülle weiterer Transformationsgleichungen ausführ- 
lich discutirt, die sich in manchen Beziehungen vor den von uns als 
Typen behandelten durch gewisse einfache Eigenschaften auszeichnen. Im 
Princip zeigen sich aber keine Unterschiede, insbesondere ist es bisher 
nicht möglich geworden, für alle Transformationsgrade derartige Gleich- 
ungen oder überhaupt Beziehungen zwischen ursprünglichen und trans- 
formirten Grössen herzustellen. Da es aber gerade als eine der wich- 
tigsten Aufgaben dieses Werkes bezeichnet werden darf, eine hierauf 
bezügliche Methode zu entwickln, die von den bisher betrachteten 
wesentlich verschieden ist, so brechen wir hier ab, indem wir nur noch 
zeigen, dass die eingeführten Functionen P in einfachster Beziehung 
zu den Hermite'schen Functionen stehen. Wenn wir nämlich zunächst 
eine der Reihen ins Auge fassen, in welche wir die Wurzeln der 
Theilungsgleichung gebracht haben, und zwar diejenige, zu welcher die 
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Wurzel Xi^o gehört, so folgt unmittelbar, wenn wir noch die diesem 
speciellen Fall entsprechenden Functionen P durch P^ bezeichnen: 

f{nx) 



7) 






m' 



po _ fl(»^) 







m 



\n) f(tY' 



P" 

Kennen wir aber eine Wurzel unserer Transformationsgleichung, 
so kennen wir bei Anwendung der ausführlich angegebenen Methoden, 
die sich vor Allem auf die lineare Transformation stützen, alle übrigen. 
Wir erhalten dann unsere repnisentirenden Functionen oder doch eng 
damit zusammenhängende. Da die fertigen Formeln für diese Be- 
trachtungen gegeben worden sind, wollen wir hier abbrechen. 



§ 75.»«) 
Allgemeinere Fassung des speciellen Transformationsproblemes. 

Es hat sich gezeigt, dass die Transformationstheorie in zwei ge- 
sonderte Theile zerfällt. Erstens handelt es sich darum, die allgemeinen 
transformirten Functionen durch die ursprünglichen darzustellen, sodann 
darum, Beziehungen zwischen den Constanten aufzufinden. Es gipfelte 
die letzte Theorie in der Definition der allgemeinen Transformations- 
gleichungen und den Methoden zur Aufstellung derselben. Hierbei 
können wir auch die Beziehungen, die wir in den §§ 59, 60 und 61 
gefunden haben, als Transformationsgleichungen bezeichnen, und zwar 
als irrationale. Wie aber bemerkt, ist man auf den angegebenen Wegen 
noch nicht im Stande gewesen, für allgemeine Transformationsgrade 
Gleichungen, sei es rationaler oder irrationaler Form, zu entwickeln — 
auch muss es als fraglich erscheinen, ob die angegebenen Wege die 
naturgemässen sind, die zu derartigen Relationen führen können. Wir 
wollen versuchen, die Fragestellung anders, zum Theil allgemeiner zu 
geben und damit eine neue Auffassung der speciellen Transformations- 
theorie zu entwickeln. Wir stellen zunächst die Frage so: Es sollen 
die möglichst allgemeinen Relationen zwischen den ursprüng- 
lichen und transformirten Functionen aufgestellt werden, wo- 
bei die Formen sowohl rational, als auch irrational sein können, 
wobei ferner eine oder mehrere transformirte Grössen in den 
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Relationen vorkommen können. Gewissermassen als Einleitung und 
als einfachste Beispiele für diese allgemeinere Anschauungsweise mögen 
die folgenden Betrachtungen dienen. 

Verstehen wir — immer bei ungeradem n, welches überdies der 
Einfachheit halber als Primzahl angenommen werden möge — unter 

eine repräsentirende Thetafunction für die Transformation n^^ Grades, 
so wird: 

1) *o(t,', t') ^^c, . *;-«'(«) . &l'(v), 

wobei die Summe nach l von 1 bis — ^ — zu nehmen ist und « die 
Werthe 1 , 2, 3 annehmen kann. 

Daneben sind dann durch Substitution halber Perioden die ent- 
sprechenden Formeln für die übrigen Thetafunctionen aufzustellen. Nun 
kann man aber eins der Glieder auf der rechten Seite durch eine andere 
repräsentirende Function ersetzen: 

so dass man eine Gleichung erhält: 

wobei die Summe auf der rechten Seite über dieselben Verbindungen 
zu nehmen ist wie vorhin mit Ausnahme einer einzigen und zwar be- 
liebigen. Dieses ist dadurch angedeutet, dass die Summe mit einem 

Strich versehen ist. Man erhält bei festen Repräsentanten — ^— solcher 
Darstellungen und, wenn man halbe Perioden substituirt, 2(n + l) Gleich- 

— ^ — ) Unbekannten. Wir können die erste dieser Gleich- 
ungen auch schreiben: 

Wir denken uns nun beide Seiten dieser und der drei durch Sub- 
stitution halber Perioden gewonnenen Gleichungen nach Potenzen von u 
entwickelt, wobei die Entwickelungscoefficienten der Grössen: 

^("'i^ und »"C^"' "") 

mit Ausnahme der Constanten Glieder als unbekannt anzunehmen sind. 
Man erhält dann eine unendliche Anzahl von Gleichungen, mit deren 
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Hülfe erstens die Coefficieiiten c bestimmt werden können, zweitens 
aber eine unendliche Anzahl von Gleichungen zwischen den Grössen 



^a(0, t'), ^„^0, t") und &a 



a-0, 1,2, 3 



hergestellt werden können. Diese Beziehungen sind dann derartige all- 
gemeinere Transformationsgleichungen, auf welche am Anfange dieses 
Paragraphen hingewiesen wurde. 

In ähnlicher Weise kann man in der Gleichung: 

2, 3 etc. Producte durch transformirte Thetafunctionen ersetzen. Führt 
man so viele repnlsentirende Functionen in die Summe ein, dass nur 
ein einziges Product stehen bleibt, so erhält man Gleichungen von der 
Form: 



4) 



^«-S,(v)^2,(„)=2'cr.*o('^",^<^')- 



Führt man endlich lauter Repräsentanten ein, so erhält man lineare 
Beziehungen zwischen einer Reihe repräsentirender Functionen, auf 
welche noch näher eingegangen werden wird. Dann können in diesen 
Gleichungen durch Reihenentwickelungen erstens die Constanten be- 
stimmt werden, zweitens aber unendlich viele Beziehungen zwischen 
iirsprünglichen und transformirten Thetafunctionen für die NuUwerthe 
der Argumente hergestellt werden, wobei die Zahl der repräsentirenden 
vorkommenden Thetafunctionen im Allgemeinen grösser als 2 ist. Der- 
artige allgemeine Beziehungen sind es, um deren Aufstellung es sich 
handelt. 

Als Beispiele wollen wir die Fälle n «= 3 und n = 5 in kurze 
Untersuchung ziehen. 

Für den Fall n = 3 erhalten wir die Gleichungen: 
' »,{3v, 3r) + c,», {v,l)-- c,»,»(v, t), 

^,(3i;, 3t) + Cofl-s (», 3) = Ci^s'C", t), 
^i(3r, 3r) - c«*, (« , 3) - " «i ^i'C«', ^), 
»^(ßv, 3t) + Co*, (y, g) - c,»^%v, t). 
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Wir können das Gleichungssystem schreiben: 



6) 



»o(ßv, 3t) 



+ Co 



»,(3i;, 3t) »o(3t;, 3t) 
*„(3e;,3t) »,\v,t) 



*,(f,3)^o(f,-3-) 



^ »»'(», t) 



a;^(3«, 3t) d'o(3t;, 3t) 
*,("3i;;3t) V>, r) ' 



«^(3f ,_3t) »o(3 f , 3t) 
^o(3t;,3"t) VK^) 



^o^» 3) 

^,(«, 3>o(f, 3) 






^o(''' 3) 



VC»,«) 
t \ V(», ^) ' V(", ^) 



Führen wir elliptische Functionen ein, machen den Ansatz: 



y'o + !4"*+yl"*+ 



»a{o, 3t) - e., 
»«(o,|-)-ei, 

entwickeln links und rechts nach Potenzen von tc und setzen die 
Coefficienten von «", t«*, u*, . . . links und rechts einander gleich, so er- 
halten wir: 

0. . % , «••» 



7) 
8) 



8^ 



9) 

10) 
11) 



Q^yo+Co-0-»o-Ci^y 



30J0J "2"s » A 

0, ,0' V 



'0 











9**0 



0L , «•.*0;^ 



Krause, Doppol tperiodlBche Functionen. I. 



3 c, #,* 



2 »».» 

17 



-> 
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3 









Mit diesem Gleichungssystem verbinden wir das folgende: 
' do(3t', 3r) + e^»^ (v, |-) - c,V(«^, 0*o('', »), 

ö-j(3u, 3jr) + Ci»3 (v> ^) - c»^o\^> ^)^a('>'> «)> 
d,(3y, 3r) - c,», (v, J) - <^^,»(t), t)*,(«, t), 
*,(3v, 3t) + Ci», (v, ^^) c^»i\v, t)»^{v, t). 



15) 



Aus demselben folgen die Gleichungen: 



16) 



17) 



18) 



19) 



20) 






0! 



», 



8 I ^3 J ^S 

a Vo + ^2 äi tfo °* ^8 K"' 







^•r 



30O0 



ö-,' 



r^y 



0'0' 

02 , ög , ^ 

^0 

2/2 + cgt/; ^^2'^-2> 



Zu neuen Gleichungen gelangt man, indem man in der Gleichung: 

&,(3v, 3r) + c&,{v, J) « c'^l(v, z)^,(v, r) 

einmal « « 1 , das andere Mal « -« 2 setzt und mit den Gleichungs- 
systemen, die hieraus durch Substitution halber Perioden entstehen, 
ähnlich verfährt wie mit den beiden ersten. AVir begnügen uns damit, 
die Gleichungssysteme selbst anzugeben. Das eine lautet: 
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21) 



«•,(3r, 3t) + c^9s{v, j) - CjVCv, t)»,(«, t 
»i(3», 3t) - c,»,(v, -J) - - c^»^*(v, T)»,(y, t 
«•,(3v, 3t) + c,a-, (v, -gj - Cr,»3%v, x)»^(y, t 



das andere nimmt die Gestalt an: 



22) 



' *o(3», 3t) + c^»^(v, g ) - c,»^\v, t) d'oCt;, t 
«•,(3», 3t) + c^»i{v, g) - c,0,»(t?, t)»,(«. 
*,(3«, 3t) - c«*,(r, ~) - - c,V(v, ')^i(«', 

*,(3f;, 3t) + ce»,(v, -^) - - c, VC«, ^)*«(«', 

Wenn man die Unbekannten eliminirt^ so erhält man aus dem 
ersten Gleichungssystem folgende drei Relationen: 



23) 



(4+s:)*-'-(»M!:)*- 






Aus je einem der drei letzten Gleichungssysteme resultiren die 
Beziehungen: 



24) 



0, e: 



^ 



0* - ff — :^*8 (3Ö2Ö3 + Ogöi), 



'0 

63 0'. 



'^- 



ö'^ ;"3(3M8+0;0'3), 



00 „ei 

03 0; 



d', 



2 



^8 



(3000, + 0^,0^), 



ferner ein analoges System: 



17 
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20) 



0A K» 



e: 



». 



'0 

0. 



^A^eA+%%), 







-&• 



s 



e: 



2 



V2 



(3».«,+ VJ, 



i2:-l— E.W.+W, 



'3 ^8 •^S 

und endlich die drei eleganten Relationen: 

^3(63.0; ~ 0,.e;o » ^0(80-0; - 0..0:,), 

^0(^0 • 03 - Ö3 . 0o) = -^2 (08 . 02 — 0« . 0i). 

In ähnlicher Weise können noch eine Fülle weiterer Relationen 
aufgestellt werden. Es erübrigt noch, Beziehungen zwischen je drei 
Repräsentanten aufzustellen. Nach unseren allgemeinen Betrachtungen 
sind wir berechtigt, die folgenden Gleichungen aufzustellen: 



27) 






Hier ist eine Entwickelung nach Potenzen von u gar nicht nöthig. 
Es genügt in den drei Gleichungen 1; = zu setzen und eine Relation 
zu benützen, die freilich erst später bewiesen werden wird: 

2H) »o(«, -3) + «*.(f, -|^) + «**o(«, -3—) = 0, 

wobei a eine bestimmte dritte Einheitswurzel bedeutet. 

Durch Vergleichuug und Verbindung der gefundenen Resultate 
erhält man Relationen von der Form: 

(0X- W = «(0;'ö'3"- ö;'0;,"), 



29) 



wobei gesetzt ist: 

Im Falle n — 5 wollen wir uns noch kürzer fassen. 
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Wir können den Ansatz machen: 

»i(pv, 5t) - c,d, (v, |-) +Ct»i\v,T)»i*(y,x) + e,»^(v,t)»^*(y, t). 

Nimmt man nun dieselben Operationen wie im Falle n — 3 vor 
und setzt die Goefficienten gleich hoher Potenzen von u links und 
rechts einander gleich, so ergeben sich die Gleichungen: 

33) »yyo-iJ'^<+w,'" 

35) yj-c.y's+ÄiCi,, 



32) 



In diesen Gleichungen ist ähnlich wie im Falle n — 3 gesetzt: 

ö-o(5«7, 5ir) , . , . , 

^o\", 5) 

Ausser den von uns gewühlten Ausgangsgleichungen kann man 
noch weitere wählen, unter denen wir die Gleichungen hervorheben: 



und: 



^o(5t;, 5r) - c,*o(", -5) + «5 VW + <'«V(«) «•.*(») 
do(5t), 5r) - c,»^(v, J) + f«VW + c^^oC») *.'(")• 



Es kann dann mit diesen genau so operirt werden, wie mit den 
früheren. 
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Man erhält nun aus den entwickelten resp. angedeuteten Gleich- 
ungen mit leichter Mühe die folgenden Relationen: 

! 60.60(562. öj- d'^'%) ^ d-Q.d-^(Q^.%- Qq.O'^) - »Q.d'^{d^,0'Q-- Oq.O'^), 
e2.e;(56o.6,-6;.6'3)«^2.^,(6o.6i d^.ff,)-- &, .»,{%-% -M'.l 
63.63(560.62- do.%) = -^S-^sC^O-Öi- 63.60) - '9'o.'9'8(62.63 - e3.6'5). 

Durch Combination der Gleichungen ergiebt sich: 

I (56062 + ^0^2) i^2% + ^062)83 -- (^0^2 + %%) (^2% + ^oe,)e;, 

37) (56263 - ^2^8) (^z% - ^A)0o - (^2^8 - ö;6;) (^362 - ^A)%. 

l (56063 - ^o^s) (^063- ^86^)62 « (^0^8 - %%) (^oÖ8 - ^z%)%^ 

Ebenso einfach erhalten wir: 

I (*,ö, + »X) (*«ö; - *.e;)Os = (*«*» + öoO.) {K»t + 0'o0;)e'3. 

Endlich greifen wir noch das System von Gleichungen heraus: 
(59,0, - »,^,) (5*,<^3 - 0' 0;)Oo = (^,0, - 0,*j) {%% - «-,0^)0;, 
39) (50003 - «-o*») (5*0*8 - 0O0D 0» = (*»Öo - 03*o) (*o0; - *»0o) %, 

(5000» + ^*») (5*0*2 + 0oö;)0s - (*o0« + 00*,) (*«0i + *o0;)0;- 

Hier möge abgebrochen werden. Es ist klar, dass auf diesem Wege 
eine unendliche Fülle weiterer Relationen zwischen je zwei, drei, . . . 
Repräsentanten abgeleitet werden können. 



Vierter Abschnitt. 

Die Theorie der doppeltperiodisehen Functionen auf Grund 
der Thetafunctionen mit gebrochener Charakteristik. 



§ 76.8«) 

Einführnng der Thetafanotionen mit gebrochener Charakteristik. 

Hanpteigenschaften derselben. 

Wenngleich wir vermöge der Betrachtungen des vorigen Para- 
graphen im Stande sind, allgemeine Transformationsgleichungen zwischen 
ursprünglichen und transformirten Grössen aufzustellen, so gilt von 
ihnen doch, und zwar in noch höherem Masse, dasselbe wie von den 
Betrachtungen, die bei Gelegenheit der Theorie der gewöhnlichen Trans- 
formationsgleichungen im Web er 'sehen Sinne aufgestellt worden sind. 
Für allgemeine Werthe von n versagt bisher die Methode. Unter solchen 
Umständen müssen wir versuchen, ganz neue Gesichtspunkte und Unter- 
suchungsarten zu finden, mit deren Hülfe das Transformationsproblem 
in der angegebenen Weise wenn auch nicht gelöst so doch gefördert 
werden kann. Zu dem Behuf e sollen neue Functionen in unsere Theorie 
eingeführt werden, und zwar zunächst die Thetafunctionen mit ge- 
brochener Charakteristik. Diese Grössen und die weiteren mit ihnen 
zusammenhängenden in der Folge einzuführenden Grössen haben aber 
nicht nur für die Transformationstheorie Bedeutung, sondern vor Allem 
auch für die Theorie der doppeltperiodischen Functionen zweiter und 
dritter Art, die mit ihrer Hülfe wesentlich gefordert werden kann. 

Unter solchen Umständen ist den folgenden Betrachtungen eine 
besondere Bedeutung beizulegen. 

Wir definiren zunächst: 

la) '^ A K^)""5^^ V «/ \ nj\ nJ 

oder was dasselbe sagt: 
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mg 



i'-*"*'^) 



ferner werde etwas verallgemeinert gesetzt: 

Hierbei bedeuten </, h beliebige ganze Zahlen, n eine beliebige 
positive ganze Zahl. Die Hinzunahme der Indices a ist aus praktischen 
Gründen erfolgt, an und für sich können sie entbehrt werden. 

Die eingeführten Functionen sind die Thetafunctionen mit ge- 
brochener Charakteristik. Es handelt sich darum, ihre Haupteigen- 
schaften aufzustellen, vor allem auch die Beziehungen zu entwickeln, 
in denen sie zu den ursprünglichen Thetafunctionen stehen. 

Die gegebene Definition lehrt unmittelbar die Existenz der folgen- 
den Gleichungen: 



3) 



inig 

e * , 



Aehnliche Formeln gelten für die übrigen Indices. Der Ueber- 
gang der Thetafunctionen in einander geschieht nach folgender Tabelle: 

*.ß]("+Y)-».K]c..)-. 

ni g 



4) 



TCig 

e * ; 



5) 



».K]('+f)-».['Jw. 
*.K](«+})--'*ÖW' 



nih ni 



£ — e 



T(-+y) 
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i'U' 



6) 



+ 



x + 1 
2 

T + 



)-i.B,.»,[l](v), 



4i\{^^'V-)'^Aih' 






+ 



4- 



2 

1+1 
2 

t + 1 



)=--».fi.a-,[j](t>), 



Zwischen den soeben eingeführten Functionen und den ursprünglich 
betrachteten Theta- resp. elliptischen Functionen bestehen Beziehungen 
engster Art. In der That, bilden wir die n*® Potenz irgend einer 
unserer Functionen, so ist dieselbe eine Thetafunction n**' Ordnung, 
lässt sich also nach bekannten Regeln durch die gewöhnlichen Theta- 
functionen darstellen. Ebendasselbe gilt von den Producten zu je w, 
also: 

bei denen 

yjg=yjhE-Omodn 

ist. Um die Darstellung durch gewöhnliche Thetafunctionen wirklich 
durchzuführen, greifen wir eine Function heraus, z. B. 



»l{v + l). 



Dieselbe kann nach früheren Untersuchungen in die Form gebracht 
werden: 



7) 






Durch Substitution halber Perioden ergeben sich hieraus drei 
analoge Gleichimgen, von deren Aufstellung indessen abgesehen werden 
möge. 

Um die auftretenden Constanten zu bestimmen, führen wir ellip- 
tische Functionen ein durch die Gleichungen: 



^1 W -^2 



^0 W " ^0 
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Unsere Gleichung kann dann in die Form gebracht werden: 



9 
T 



8)J ^SW \ nJ ' ^ ' ^b' 2- -3 

a~ "^8 ^8 

Eine ähnliche Form wurden die drei Gleichungen annehmen, die 

durch Substitution halber Perioden abgeleitet sind. 

Die elliptischen Functionen mit den Argumenten u und u H 

können wir uns nach Potenzen von u entwickelt denken. In den 
Coefficienten treten dann k* und die Theilwerthe der elliptischen Func- 
tionen ganz und rational auf. Der Quotient: 



^«"('' + i) 



welcher in allen vier Gleichungen auftritt, möge auch in eine Potenz- 
reihe von u entwickelt werden. 

Die Coefficienten sehen wir als unbekannte Grössen an, mit Aus- 
nahme des Constanten Gliedes, welches gleich: 



<^ 



Dann folgt durch Gleichsetzen der Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von u erstens eine Bestimmung der Constanten c. Ganz all- 
gemein können wir sagen, dieselben drücken sich rational durch 'ö*«! — ) 
und d'a aus, wir können aber auch specieller uns so ausdrücken. 

Setzen wir: 

C^ — Cj , ^^«=02 — -jj> • • • Cn + i = Cw-f 1 a.„__i' 

^3 "T" "1" '»^3 

C;+3=C„ + 3A;--- ^« - ^« ^^ 2^S:^3' 
2 2 ^0 ^0 -^3 

SO drücken die Constanten c' sich rational durch: 



^0 



k^ und die Theilwerthe der elliptischen Functionen aus. Dabei ist die 
Darstellung derart, dass der Quotient je zweier sich rational durch k^ 
und die Theilwerthe der elliptischen Functionen ausdrücken lässt. 



^l 
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Wir erhalten somit den 
Lehrsats: Die Function 

*S(f) 

drückt sich ganz und rational durch die gewöhnlichen 
elliptischen Functionen aus. Die Coefficienten setzen sich 
rational aus: 

_i 

Ä* und den Theilwerthen der elliptischen Functionen zu- 
sammen, so zwar, dass der Quotient je zweier sich rational 
durch die letzten beiden Kategorien von Constanten dar- 
stellen lässt. 

Neben dieser Darstellungsweise der Constanten ergeben sich aber 
zweitens unendlich viele Beziehungen zwischen den von uns ein- 
geführten Grössen. 

An Stelle der Function: 



^S 



^s(^ + -n) 



kann auch das Product derselben und der w*®*^ Potenz von snu^yCnu^jänUi 

treten für m, =• w H 

n 

Für die übrigen Thetafunctionen mit rationalen Charakteristiken 
d. h. für die n**^ Potenzen derselben bestehen analoge Relationen, ebenso 
für die Producte zu je n, die den vorhin angegebenen Bedingungen Ge- 
nüge leisten. Wir sehen davon ab, die hierauf bezüglichen Sätze wirk- 
lich aufzustellen. 

Wir haben bei den letzten Betrachtungen dreierlei von einander 
verschiedene Constanten eingeführt. Es finden hierbei noch eine Reihe 
von Beziehungen statt. 

Nehmen wir dazu die Gleichung: 

SO sind die Constanten rational durch die ursprünglichen und trans- 
formirten Thetaquotienten ausdrückbar. Letztere aber können wieder- 
um unmittelbar durch die Tlieilwerthe dargestellt werden. 
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Unter solchen Umständen erhalten wir den 
LehrsatB: Die Grösse 



-•a) 



^0 



kann rational durch /c* und die Theilwerthe der elliptischen 
Functionen dargestellt werden. 

Offenbar ist auch dieser Satz nur ein specieller Fall eines all- 
gemeineren Satzes, welcher sich auf die Functionen: 



Klih 



bezieht und kaum ausgesprochen zu werden braucht. Femer ist klar, 
dass an Stelle der n^^ Potenzen auch gewisse Producte treten können. 

So haben wir nur noch zwei Kategorien von Constanten beibehalten. 

Die Theilwerthe sind nun Wurzeln algebraischer Gleichungen, von 
denen schon gesprochen ist. Es ist klar, dass durch einfache Ope- 
rationen die sämmtlichen Functionen: 

auf zwei derselben und zwar auf: 

2K\ , /2iK' 



(2K\ , /2jJS:'\ 



reducirt werden können. Es führen zu diesem Resultat die Additions- 
und Multiplicationstheoreme der elliptischen Functionen, sowie die Be- 
ziehungen, die zwischen letzteren bestehen. Unter solchen Umständen 
bleiben als Constanten lediglich die Grössen übrig: 



(2K\ /2iZ'\ -, 



wobei zwischen diesen bekannte algebraische Beziehungen bestehen. 

Die soeben angestellte Untersuchung dürfte wohl nach theoretischer 
Richtung hin die einfachste und gewissermassen von selbst gegebene 
sein, um unsere allgemeinen Functionen durch die bisher von uns auf- 
gestellten darzustellen. Daneben aber sind anderweite Untersuchungen 
nicht ausgeschlossen, ja sogar wünschenswerth, mit deren Hülfe unsere 
allgemeinen Functionen in anderer Weise auf wenige andere Grössen 
zurückgeführt werden. 
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§77. 
Specielle Disoussion der Fälle n => 3 und n — 5. 

Wir wollen jetzt die soeben gewonnenen Methoden in den Fällen 
« « 3 und « = 5 näher durchführen. 

Hierbei empfiehlt es sieh der grösseren Uel)ersichtlichkeit halber, 
die Thetafunctionen auch da bei/Aibehalten, wo ohne Schwierigkeit ellip- 
tische Functionen eingeführt werden können. 

Es wird nun für den Fall w =» 3: 



1) 



V 



\ 3/ / 2K\ «O" ^ -Ö" *.'9" * 



^ V '3/ ,/ . 2K\ , , ^ , V ^ V 



vG+1) 



T-TT-T — =C, + C,S«*U-. % — C,S«MCWMaMM--^> 



Führen wir die Reihenentwickelungen der elliptischen Functionen 
ein und setzen überdies: 

SO erhalten wir durch Vergleichen der Coefficienten gleich hoher Po- 
tenzen u links und rechts das Gleichungsystera : 



") 


«'1 


^0 


^; 


«'S- 


m — 


^0*8^3 


4) 


Vi 


*i.' 
--^ö^' 

^'^O 


5) 


y«- 


■Cs 




6) 






*5 


\3> 


) 






*,» 








<^l + ''» ^ « 




v( 


1 


) 


7) 




— 


> 


t o 


/ 


», 


i 

1 
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8) yi*oW(3) + 3*o*Q)*i*(|)^»(|)«'.Q)— '^^o^»*»^©' 

11) Ö-,VV(-3-)[3«i»«*V + c,W+ 3V)] =- A+ 3V(-J-)**(|)^i, 

A= 2y,»,'»,*»,(l)»^{^) - 6y. W«'i(-3-)*s(-J)v(^), 

1?,= 2^3*V(3)*8*( J)- 2W*.*(3) + V(|)V(|)(V- V> 

12) - V*3 V(|) [3c,*,»V- c,(V - 3V)] -A+ 3V(|)*5( J)-B*, 

13) C3^o*,*3 V(|-)(V+ V) -A,+ 3v(-3-)*,(3-)5., 

A- 2y,VV*.(|^)*i'(3) + 6y. W»i*(J)*2Q)^3( J), 

^3= 2^*2^(3)^(3) + 2V W(|) - V(3)*.*(3)(V+*30- 

etc. 

Durch diese Gleichungen sind die Coefficienten bestimmt, und zwar 
in mannigfacher Weise. Wir können etwa setzen: 

14) c, - -—^, 



K^^-l-cn^(m, 



1^) *,« c, - ^ "" \ 3 / 

1^^) %,^*-?- -^^^^^-'(-?)- 

Daneben aber führen diese 12 Gleichungen zu einer grossen Reihe 
von Relationen. 

Durch Combination der Gleichungen 1 , 5, 6 des Systems erhalten 
wir die Relationen: 



1') 
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- c, V*, »,' - W ( 3 ) ~ *»'*«' ( 3 ) ' 
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woraus sich die Gleichungen ergeben: 

vv(^)+w(3-) 



18) 



*, 



*' V V(-3-) + W(-3 ) 



* 



Ö-, 



W(3)-W(3) 
^3 W(|) + W(3) 

^w(|^)-w(J) 

Vermöge der Gleichung: 

V = V + V 

können wir das letzte System auch schreiben: 

19) *oV(3) - *« V( J) + *3*,'( J)- 

Ferner erhält man vor allem vermöge der Gleichung 8) unseres 
Systems: 



20) 



+ 



3wQ)^K3-)^«(3)*'(3) 



v(|)[v^,< J) + w(|)] ■= w^Ki) 



+ 



3V^3V(J)v(3)*,(^>s(3)^ 



v( J)[w9 - w(^)] - ^»'wiD 



+ 



3V*.vQ)*a'(J>.(J)*3Q)- 
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Aus der 3., 4., 9. und 10. unserer Gleichungen erhalten wir: 



21) 



^.<3-) [^0^(3) + ^Ml)] = 3*3^3(3)^(1)^(1) 
. *x< J-) [*3 v( 3 ) - *. ^(3 )] = 3*„^„(A) v( Ihi^} 



Aus ihnen folgt das weitere System, welches auch leicht aus dem 
Additionstheorem abgeleitet werden kann: 






^0(3-)*^^) f ^0*^(3) + ^Ml)] - ^Mlhij)' 
*«(i)^»(3-) [^MD - *o*.( 3-)] = ***.(-3)*i<-J-)' 
. *^( 3) [*«*»(¥) + ^Mi)] - ***o(-|^)*3(|-)- 

Nehmen wir die letzten Gleichungen unseres Systems hinzu und 
verbinden sie mit den bisher gefundenen, so erhalten wir: 

»2WV(J)V(3)[V(^) + V(|)]' 



23) 



».•[».'('>.•(!) - va>.'(j)] 



-2Vw(J)v(5)[».'(5)-vQ)} 



».*ka)va)-v(->.<(ö] 






s 



-2vw(^)v(-3)[*3*(|)-vQ)} 



ferner: 
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24) 



v[v(|)v(-|)+vQ)*='(|)] 

- MlhilMD [w(|) + wQ)]. 
v[v(^)v(i)+v(i)v(i)] 

- 2».'Q)».'(i) V© [w(|) + vv©]- 



Das letzte System kann in die Form gebracht werden: 



25) 



2 v^, (3) *,(!) V (J) - %^> [vQ) - v(|)]> 



Hier wollen wir abbrechen. Es ist klar, dass noch eine Fülle 
weiterer Relationen aufgestellt werden kann. 

Wir haben hierbei die Grösse: 



v(«' + -J) 



zu Grunde gelegt. Ebenso gut hätten wir den Quotienten: 

V(f) 

in Betracht ziehen können und wären dann zu ganz ähnlichen Re- 
sultaten gelangt. Endlich hätten wir auch statt der dritten Potenzen 
gewisse Producte unserer Functionen zu Grunde legen können. Da 
principiell sich hierbei nichts Neues ergiebt, so sehen wir von der 
Aufstellung der entsprechenden Resultate ab. 

Wir haben nun im allgemeinen Falle gezeigt, dass die sämmtlichen 
auftretenden Constanten nach vorgeschriebenen Methoden durch gewisse 
besonders einfache unter ihnen sich darstellen lassen. Wir wollen auch 

Krause, Doppeltperiodische Functionen. L IB 
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diese Reductionen im vorliegenden Falle nicht völlig durchführen, 
sondern lediglich die Constanten: 



V['J(0) 



V 



ins Auge fassen. 

Es gilt die Transformationsgleichung: 



»,(3«;, 3t) V _i ■ »3'»i*(f)/V»s(0,30 \ 
'' V(f,T) *o(0,3r) ' "^ V V(«) W*o(0, 3r) V- 

Vermehren wir v um -^, setzen v «= und erwägen weiter, dass 

zufolge der früher angegebenen Beziehungen zwischen den ursprüng- 
lichen und transformirten Moduln sein muss: 

v(|) 
v(i)' 

so folgt: 

Genau so einfach wird: 



»0(0, 3t ) «0 
*,(0,3T)"fl-, 



28) -^o'e =,_,., „.(2.i^:), 



"'(«+») 



\ 3 / 



V 



-^(t-2) 



30) -*^'^ ^, -l-k^sn^-^-''"^-). 



v('-i^) ^ ^ 



Die übrigbleibenden Constanten sind Ä* und sn^i h 

von denen die letzten auf zwei unter ihnen zurückgeführt werden 
können, nämlich: 



'2K ^ 2iK' 

sn — und sn 

n n 
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Zwischen diesen Grössen bestehen algebraische Zusammenhänge. 
Setzen wir: ^2mK+2m,iK' 

X — Str — ; 

n 

so leistet x der Gleichung vierten Grades Genüge: 

31) a^_6a;«+4i±*^a;-|-0. 

Aus dieser können die Wurzeln algebraisch bestimmt werden. 
Wir wollen hierbei einer Methode folgen, welche sich in einer Arbeit 
von Heinze findet. 

Nennen wir die Wurzeln Xq, x^yX^jX^, so finden die Gleichungen 

_ 6 

XqX^X^ + XqX^X^ + XqX^X^ "T XiX^Xf^ = ^ j. 7 

_ 3 

XqX^X^X^'^ "^4* 

Definiren wir ü durch die Gleichung: 

so erhalten wir zur Bestimmung von R eine kubische Gleichung, die 
nach einigen leichten Rechnungen die Form annimmt: 

32) R>-^I^+^B-l-{'^)'^0. 

Nennen wir die drei Wurzeln /?„, Bj, i?g, so erhalten wir zur Be- 
stimmung der Grössen x durch die Grössen R die Gleichungen: 

^0 + ^1 + 3^2 + ^8 - 0, 

Xq+x^ — x^ — Xj^^ ±4 YRq, 
x^ — x^ + x^-Xf^^ ±4l/JB,, 

a;^ - .Tj — aig + rCg - ± 4 j/iJg. 

Unter solchen Umstanden sind die Werthe der vier Wurzeln in 

der Form: ± ^JS^ ± ]/B, ± V^ 

enthalten. Diese Fomi giebt aber bei den verschiedenen Zeichen- 
combinationen acht von einander verschiedene Werthe. Nim ist aber: 

± 8 I/EqR^R^^ (Xq + X^) (Xq + X^) (Xq + ^-g) -= XqX^X^ 4 XqX^Xj^ 

oder also: "^ ^o^2^8 + ^i^^8 

1 + Ä;» 



33) ±8]/ÄoB,jR2- - 4 



Ä* 



18 
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Aus dieser Gleichung folgt die Bestimmung des Zeichens von j/i?^, 
wenn die Zeichen von yii^ und j/ü^ gegeben sind, so dass vier Com- 
binationen sich ergeben, welche den vier Wurzeln entsprechen. Die 
Grössen R sind aus der aufgestellten Gleichung leicht zu berechnen. 
Es ergiebt sich: 

R — — , * ^ ß~3~ 

Ist /c* reell und kleiner als 1 und wählt man für K den reellen 
Werth, so ist die Zuordnung der transcendenten Formen zu den soeben 
gefundenen durch einfache Zeichenuntersuchungen zu treffen. 

Die Wurzel: 



sn*-K- entspricht den Zeichen — + +, 



ferner 



3 



Sfi^ — ^— 



77 ?; w 



*** " o" n n n + H ; 



,2K+2iK' 

sw g „ „ „ i h- 

Im allgemeinen Falle müssen die Reihenentwickelungen hinzu- 
genommen werden. Es möge in Bezug hierauf u. A. auf eine Arbeit 
von Winzer verwiesen werden. 

Die von uns entwickelte Darstellung der auftretenden Constanten 
durch eine einzige ist nicht die allein mögliche. Es sind noch andere 
Darstellungen möglich. Es möge in Bezug hierauf auf eine Arbeit 
von Krazer und die schon citirte von Voss verwiesen werden. Auch 
eine Arbeit von Thomae fällt in dieses Gebiet. 

Im Falle n = 5 fassen wir uns wesentlich kürzer. 

Das fundamentale oder eins der fundamentalen Systeme nimmt 
die Form an: 



1 



34) 



ir 
n 

V 

It 
b 
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^2 



VW 



f 



3 9 



2 



.«-. '^0 



2 



— c^snudnucn^xi -£^ + Cjswti.dn'w 






»«'«•s* 

"v"' 



VC") V V V 



vG+l) 



sw' 






• '«'2 



+ c^cnw dnu sn^u ;r;^^ + C5 . cnudnu-l^--^' 
Mit Hülfe der Reihenentwickelungen ergiebt sich: 



&, 



2 



35) c, ^5- , 36) y,--c, ^,, 



^0 



». 



». 







vG) 



37) y,-^^, 38) ^5--^T^' 



«• 



5^ 

•'^^s 



41) 



42) 



39) ^(g) - *j(ci V+ c«V*s«+ CsV), 

40) «•/(! ) - - ».(c, V + ci *,**,« + c,V), 
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Aus diesen Gleichungen sind die Constanten bestimmt, insbesondere 
erhalten wir für c^ die drei Gleichungen: 



'5 



44) 



- - c^V- V[*oV(^) + *8V(|)]' 



+ 



Durch Elimination von c^ ergeben sich dann wieder Gleichungen 
zwischen den Thetafunctionen mit gebrochenen Charakteristiken für die 
NuUwerthe der Argumente. 

§78. 

Verallgemeinerung des Hermite'schen Transformationsprinoipes. 
Herstellung allgemeiner Thetarelationen. Einfaotier Beweis der 

Prym*8Chen Thetaformeln. 

Nachdem wir den Zusammenhang der neuen Functionen mit den 
früher entwickelten nachgewiesen und gezeigt haben, dass zwischen 
ihnen unendlich viele Beziehungen bestehen, wollen wir jetzt dazu über- 
gehen, allgemeinere Beziehungen zwischen denselben zu entwickeln. 
Für die Aufstellung kann mit Erfolg von einer Verallgemeinerung des 
Hermite*schen Transformationsprincipes Gebrauch gemacht werden. 
Wir wollen die hierauf bezüglichen Sätze nicht in voller Allgemeinheit 
aufstellen, sondern begnügen uns mit den folgenden Bemerkungen. Die 
transformirte Thetafunction : 

1) f{v) - %(nvy nz) 

leistet, als Function von v aufgefasst, den Gleichungen Genüge: 

2) j K^ + i) - ^(^)' 

l /■ (v + t) = e- « »'(« •+ ^)f(v). 



3) 
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Umgekehrt folgt, dass eine jede ganze transcendente Func- 
tion von v^ die zwei solchen Gleichungen Genüge leistet, bis 
auf eine Constante bestimmt ist. Zu einer jeden anderen trans- 
formirten Function kann ein analoger Satz entwickelt werden. 

Ebenso folgt: Wenn eine ganze transcendente Function von v den 
Bedingungsgleichungen Genüge leistet: 

(1 \ ^nip 

so ist sie bis auf eine Constante bestimmt u. s. w. 

Eine einfache Anwendung dieser Sätze liefert unmittelbar die 
Gleichungen : 

r, Ti r 

») i74;,:^,](»)-2'-'""'-[,!::,]W' 

Tt r, 

Die Summen resp. Producte sind nach den entsprechenden Buch- 
staben von bis w — 1 zu nehmen. Die Constanten werden bestimmt, 
indem man dem Argumente einen bestimmten Werth beilegt. 

Wir können aber auch nach einer etwas anderen Methode all- 
gemeine Beziehungen zwischen unseren Thetafunctionen herleiten. In 
der That, es gilt der Satz, dass zwei Thetafunctionen n*®' Ordnung ein- 
ander gleich sind, wenn sie denselben Bedingungsgleichungen Genüge 
leisten und für n von einander verschiedene Theilwerthe der Perioden 
einander gleich sind. Dieser Satz kann etwa- in folgender Weise an- 
gewandt werden. Nehmen wir die Functionen: 

')«--"-"2«-[,::"](«)*-[;,:"](»)'"^' 
s).-.'^"-"2<.-[^:°.](«)-[,!::!,]c).-*-^. 

so stimmen dieselben mit einander überein für die Werthe: 
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n n 

so dass wir, da M und N überdies denselben Fundamentalgleichungen 
Genüge leisten, die Relation erbalten: 

9) M^K 

Setzen wir ferner: 

r 



r 

SO stimmen diese Ausdrücke überein für die Werthe: 



Hieraus folgt dann: 

12) M,^N,. 

So haben wir als unmittelbaren Ausfluss unserer Principien einige 
allgemeine Sätze gefunden. Dieselben lassen sich bedeutend vermehren, 
überdies durch Substitution von n*®^ Perioden in allgemeinerer Form 
darstellen. Wir wollen hierauf nicht eingehen, vielmehr sofort ein Ad- 
ditionstheorem entwickeln, welches durch Specialisirung Formeln der 
genannten Art ergiebt und im Wesentlichen dasselbe fiir unsere all- 
gemeinen Thetafunctionen leistet, was das in § 26 aufgestellte Additions- 
theorem für die gewöhnlichen Thetafunctionen leistet. 

Wir setzen: 

nwi « (1 - n) Vi + Vj + • • • v««, 

13) I WM;, = t;i + (l - w)t;s, + -'t;an, 

nwa„= ^1 + Vg (1 - n)v2n 

und bilden das Product: 

wobei dasselbe nach i von 1 bis 2 n zu nehmen ist, so leistet dieser 
Ausdruck, wenn er für den Augenblick als Function von Vi allein an- 
gesehen und als solcher durch f(vi) bezeichnet wird, den Gleichungen 

f(yi + t) - /•(»,)e-'"<*"+*>. 
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Durch diese Gleichungen ist unser Product bis auf eine von Vi un- 
abhängige Constante bestimmt. Bilden wir weiter das Product: 

worin g^ h alle Werthe von bis n — 1 annehmen können und das 
Product nach i von 1 bis 2w zu nehmen ist, so geht dasselbe als 
Function von Vi aufgefasst bei der Vermehrung von Vi um die Einheit 
in sich selber über. 

Bezeichnen wir dasselbe als Function von Vi durch <3p(v,), so gilt 
femer die Gleichung: 

die Summe über alle g, h erstreckt. 

Unter solchen Umständen erhalten wir die Gleichung: 

2jtigh 



14) rj*»(«')-''-2'j7*[A](""> 



fffh 

Die Constante c ist jedenfalls unabhängig von den Grössen v —, 
sie hängt aber auch nicht von t ab. In der That, bezeichnen wir die 
linke Seite mit F, bilden die Dififerentialquotienten von F nach v und r, 
«o folgt: 3^ ^p 

Derselben Bedingung genügt die rechte Seite, so dass die Constante 
auch von r unabhängig sein muss. 

Setzen wir zu ihrer Bestimmung die Fourier^schen Entwickelungen 
der einzelnen Functionen ein, so wird: 

1 = c«, 

oder also wir erhalten das Additionstheorem: 

15) »»]7*3(f.)-2']74Ä](""> 



In ähnlicher Weise folgt: 
Setzt man: 



16) 



nw^ = (2 — ») t;i + ^2 H ^^n, 

nu)^ — 2vj + (2 - n)v^ H 2i;„, 



nwn^ 2v^ + v^-\ (2 — w)t?„, 

so gilt das Additionstheorem: 

17) «IT*sW=2IT4a]("") 



n — l 

ghnt 



e " 



ffth 
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Aus diesen beiden Additionstlieoremen lassen sieh durch Sub- 
stitution von w*®^ Perioden noch allgemeinere Formeln ableiten, von 
deren Aufstellung indessen abgesehen werden kann. 



§ 79.8^) 
EinfüliTung neuer Fandamentalfanotionen. 

Aus den Thetafunctionen mit gebrochener Charakteristik können 
nun durch einfache Operationen neue Functionen gebildet werden, 
welche sich für die gesammte Theorie der doppeltperiodischen Func- 
tionen von fundamentaler Bedeutung gezeigt haben. Wir gelangen zn 
ihnen, indem wir an Stelle von v und r uns die Grössen nv und nr 
eingesetzt denken. Dabei aber ergeben sich besonders einfache und 
merkwürdige Beziehungen, wenn wir uns h = gesetzt denken. Das 
soll geschehen; dann gelangen wir zu den Functionen: 



1) X(j')^^a(nv +gT,nT)e ^ »^ 



Wir wollen nun die Einschränkung einführen, dass n eine un- 
gerade Primzahl sei, weil dann die Untersuchungen besonders durch- 
sichtig und einfach werden. 

Die eingeführten Functionen können in einen engen Zusammen- 
hang mit den repräsentirenden Thetafunctionen gebracht werden. In 
der That, wie aus der Summendarstellung unmittelbar folgt, gilt die 
Gleichung: 



Setzen wir rechts und links an Stelle der Grösse x die Grösse: 

n 

so wird: „_i 



Wir finden also zmiächst das wichtige Resultat, dass unsere 
repräsentirenden Thetafunctionen sich linear unter Hinzu- 
ziehung von n*®** Einheitswurzeln durch die Grössen A^^^ aus- 
drücken lassen und zwar zunächst für den Index 3. Dass für die 
anderen Indices etwas Analoges gilt, braucht nicht weiter ausgeführt 
zu werden. 
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Dabei zeigt es sich, dass die neuen Functionen immer in der Ver- 
bindung: j^-(3) , Y(3) 

9 *^ ' —9 

auftreten. 

Durch Umkehrung erhalten wir: 



Es zeigt sich also, dass sich zwar die neuen Functionen selbst 
nicht, wohl aber einfache Verbindungen durch die repräsentirenden 
Thetafunctionen darstellen lassen. Setzen wir die Argumente 
gleich Null, so lassen sich aber die neuen Functionen selbst 
unmittelbar durch die transformirten Thetafunctionen aus- 
drücken. Hierin liegt eines der wichtigsten Momente für die Ein- 
führung derselben. In der Transfonnationstheorie hat es sich schliess- 
lich als Aufgabe herausgestellt, zwischen ursprünglichen und trans- 
formirten Grössen für die NuUwerthe der Argumente Relationen her- 
zustellen. Da sind wir denn berechtigt, an Stelle der transformirten 
Thetafunctionen die Grössen 

einzuführen und es als Aufgabe der Transforraationstheorie zu be- 
zeichnen, zwischen diesen Grössen Relationen allgemeiner Art zu ent- 
wickeln. Der grosse Vorzug, der hierbei eintritt, liegt darin, dass die 
allgemeinen Grössen mit beliebigen Argumenten, die durch Specialisirung 
unsere Grössen 

ergeben, allgemeinen leicht aufstellbaren Additionstheoremen Genüge 
leisten. Wir erhalten also Transformationsgleichungen durch 
Specialisirung von Additionstheoremen, so dass die Trans- 
formationstheorie im engeren Sinne keine eigenen immerhin 
complicirten und fremdartigen Methoden erfordert. Damit 
ist ein neues Moment in die ganze Theorie gebracht, welches sich von 
schwerwiegendster Bedeutung zeigen dürfte und weiterhin noch näher 
ausgeführt werden wird. 

Die Beziehungen, die wir zwischen den repräsentirenden Theta- 
functionen und den Grössen -X^**) gefunden haben, zeigen, dass zwischen 
den ersteren eine Reihe linearer Beziehungen bestehen müssen. Wir 
können dieselben schreiben: 
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4) «»,(nr, ».) -2' ». (»> "~^)' 

sofern es sich um den Index 3 handelt. Für die übrigen Indices gelten 
ähnliehe Beziehungen. 

Die neuen Functionen sind aus den Thetafunctionen mit ge- 
brochenen Charakteristiken entstanden, indem an Stelle von v, x getreten 
ist nVy nx. Wir können daneben aber die folgenden Beziehungen 
zwischen diesen Grössen herstellen. Für ein ungerades n hatten wir 
die Beziehungen gefunden: 

. n — 1 
wobei das Product nach a von 1 bis — - — zu nehmen ist. 

Setzen wir in dieser Formel an Stelle von v\ 



n 



so ergiebt sich: 

n — 1 « — 1 n — 1 B — 1 



7) ynX]«)*/-^,» <^ -±2"'>-raWi7^i(v)^''[2J(*')^-[--''2J(''>- 

Wir sehen also, dass unsere neuen Functionen sich, von einer Con- 
stanten abgesehen, als Producte von Thetafunctionen mit gebrochener 
Charakteristik darstellen lassen. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft unserer Grössen ist die, dass die 

Ausdrücke: ^ ^ ^ .. 

X;, ^«0,1,. ..n-1 

linear unabhängig von einander sind. Der Beweis folgt unmittelbar 
durch Substitution von n*®^ Perioden. 

Fügen wir zu dem Functionszeichen: 

das Argument v hinzu, d. h. sehen wir unsere Ausdrücke als Function 
von t; an, so leisten sie den Gleichungen Genüge: 









wobei fj und fg den Werth ± 1 annehmen können, und zwar je nach 
der Wahl von a. Wir haben also, indem wir a die vier von einander 
verschiedenen Werthe beilegen, je n linear von einander unabhängige 
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Thetafunctionen n*®' Ordnung gefunden, die zu den verschiedenen Cha- 
rakteristiken gehören. Somit erhalten wir den 

Lehrsatz: Eine jede Thetafunetion n*®' Ordnung lässt sich 
linear durch n unserer Functionen: 

e ^ " ^Oo(«t; + ^T, nr) 
darstellen. 

Dieser Lehrsatz zeigt eine weitere wichtige Eigenschaft unserer 
Functionen, welche zur Einführung derselben geführt hat. 

Zwischen den Grössen X(*) besteht eine Reihe von quadratischen 
Relationen, die mehrfach in der Literatur untersucht worden sind. Für 
uns treten dieselben an Bedeutung zurück, da sie nur specielle Fälle 
allgemeiner Additionstheoreme sind. Wir wollen nur kurz auf dieselben 
eingehen, und zwar indem wir zeigen, dass sie auch »als unmittelbarer 
Ausfluss unserer allgemeinen Transformationsprincipien gelten können. 

In der That, es ist: 

1/ 1\ ^^ 

X(«)(t;+-)-±e - X(-)(v\ 
X^^){v + r) - ± e-''«'(^'+*)X^«')(i;). 

Diese Gleichungen bestimmen bei einer bestimmten Combination 
der Vorzeichen die entsprechende Function bis auf eine Constante. Wir 
wollen a — 3 setzen, d. h. in beiden Gleichungen das positive Vorzeichen 
wählen. Bilden wir dann das Product: 

10) f{v)-Xf.X<^), 

so leistet dieses den Gleichungen Genüge: 

Hieraus folgt, dass zwischen je drei solchen Producten, bei denen 
g + gi den nämlichen Werth besitzt, je eine lineare Beziehung bestehen 
muss, oder also dass wir erhalten: 

c, X(3)X(3) + c.X(3)X(3) + c,XWX(3) = 0, 

Das Analoge gilt für die anderen oberen Indices; also für den 
Index 1 würde sich auch ergeben: 

12) c,XU)X(i)+ c,X(')XO)+ c,X(i)X(A)= 0. 



11) 
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Die Constanten sind leicht zu bestimmen. Bezeichnen wir die 

Werthe von X(*) für den NuUwerth des Argumentes v durch x^^^j 

und setzen zugleich: 

v « _ ?- , 

so wird: 

^ i (h—ff 0B—0 ~ ^ ffA—g 9>—9 
Genau so erhalten wir: 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir für die Constanten die Werthe: 



13) 



« 9—9* 9b — 9^ 

3 9i—9 9t — 9 



Damit sind die quadratischen Relationen entwickelt. 

§ 80.«^) 

Additionstheoreme zwischen Thetafanotionen 
mit verschiedenen Moduln. 

Wir haben bemerkt, dass Beziehungen zwischen den Grössen: 

•n ig't 

durch Specialisirung von Additionstheoremen gewonnen werden können. 
Es sollen jetzt diese Theoreme entwickelt werden. Unsere neuen 
Fmictionen erhielten wir aus Thetafunctionen mit gebrochener Charak- 
teristik, bei denen A == ist. Um eine einfachere Schreibweise zu 
erhalten, wollen wir setzen: 

Es ist dann: 

2) X(;)=»„[g](ny,nt). 

Bilden wir nun das Product: 

3) P=J7*3(t'.,'^), 

wo dasselbe nach e von 1 bis n zu nehmen ist und v,, Vg, ... r« be- 
liebige von einander unabhängige Argumente bedeuten, so ist dasselbe 
in Bezug auf jedes der Argumente eine Thetafunction erster Ordnung 
mit der Charakteristik Null, welches überdies der Gleichung Genüge 
leistet: „psp ^P 
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Wir wollen nun annehmen, dass mit den Argumenten v^ n andere 
Argumente w^ durch die Gleichungen verbunden sind: 

5) w^ « a^iVi + a,^v^ + • • • a.^Vn] « - 1, 2, ... n, 

wobei die Grössen a^^ einstweilen völlig unbestimmte ganze Zahlen 
bedeuten und mit ihrer Hülfe das Product bilden: 



Tl^d9B\(^B7^B'^)' 



Dasselbe kann, wenn g^ und m^ beliebige ganze Zahlen bedeuten, 
auch als Function der Grössen v^,.. ,Vn aufgefasst werden. Vermehren 
wir dann v^ um 1 oder um r, so geht dasselbe, von Exponentialfactoren 
abgesehen, in sich oder in Producte derselben Art über. 

Unterwerfen wir nun die Zahlen a den Bedingungen: 



6) 



dir , Aar , 

r - -t 



flti 



lltj 






1, 



T T 



Ö^iP • Onr 



-0 



ifii m^ nif 



6^r 



7) 



0, 



oder was dasselbe sagt den Bedingungen: 

und bilden die Summe: 

so ist diese, als Function von v^ aufgefasst, eine Thetafunction erster 
Ordnung von der Charakteristik Null, wenn sie über alle diejenigen r/j 
nach den Moduln m^ erstreckt wird, die den Congruenzen Genüge leisten: 

( (7i = öii5i + «18 58+ ••• ainSnnwdm^y 
^2=a2iSj + a,2S2+ ••• OinSntnodm^, 



8) 



^"^ aniSi + «naSa H annSninodmny 

vorausgesetzt, dass die Zahlen s beliebige ganze Zahlen bedeuten. Diese 
Congruenzen sind gleichbedeutend damit, dass die Ausdrücke: 

gnO^n 



gl «18 I ^2^8^ ^ 



m, 



nie 



mn 



ganze Zahlen sind. Der Beweis dieser Behauptung beruht vor allem 
auf den Formehi: 

?! (r't + Srr) 

^A9B]i^+ ^'^y^^)-^ "* ^d9s+rK^y^'^) 
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Hieraus folgt die Gleichung: 

wobei c eine Grösse bedeutet, die von den Argumenten v unabhängig 
ist. Da aber die Summe der rechten Seite derselben DiflFerential- 
gleichung Genüge leistet, wie das Product auf der linken Seite, so 
folgt, dass die Constante auch von r unabhängig sein muss, mit anderen 
Worten, dass sie numerisch ist. Ihr Werth ergiebt sich unmittelbar 
durch Einsetzen der Reihen für die Thetafunctionen und zwar wird er 
gleich 1 oder also wir erhalten den 

Lehrsatz: Leisten die ganzen Zahlen aer den vorhin auf- 
gestellten Gleichungen Genüge, so findet das Additions- 
theorem statt: 

wobei die Beziehungen bestehen: 

und die Summe über alle 5'i,^2;- •5'« ^^ erstrecken ist, die 
den Congruenzen Genüge leisten: 

Sil = ^11 «1 + «12 ^2 H (^inSn modm^, 



gn~ ClnlSi + a„85gH annSnMOdmn. 

Dieses Additionstheorem kann nach doppelter Richtung hin ver- 
allgemeinert werden. Erstens ist es nicht nöthig, dass die Theta- 
functionen auf der linken Seite alle den Modul r haben, vielmehr kann 
die Annahme gemacht werden, dass der zu v^ gehörende Modul gleich 
figT ist, wo ftf eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Da in 
der Discussion sich keinerlei neue Momente ergeben, so beschränken 
wir uns darauf, das Resultat anzugeben. 

Lehrsatz: Es gilt das Additionstheorem: 
wobei die Beziehungen bestehen: 

f*l «II + ^8 «t2 + • • • ^« «C» "= ^f > 
^1 • «f 1 «a + /*» «f 2 «r2 + • • • /^n «6n «r« — 

und die Summe über alle ffiyff^y-ffn zu erstrecken ist, die 
den Congruenzen Genüge leisten: 

9i = «11 ^1 ^1 + «12 ^2 **2 H «In |t*ii Sn modm^ , 



Qn ■- ünl fii Si + a„2ft2 Sg H ünn (^n Sn ntoänin. 
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Eine zweite Verallgemeinerung tritt ein, wenn wir die Voraus- 
setzung fallen lassen, dass A «= ist. Für die Zwecke, die hier zu- 
nächst ins Auge gefasst werden, genügt es, wenn wir nur specielle 
Werthe von h ins Auge fassen, wobei wir bemerken, dass irgend welche 
neue Gesichtspunkte oder Schwierigkeiten bei einem allgemeinen h nicht 
auftreten. Wir erhalten den 

Lehrsats: Es gilt das Additionstheorem: 

2«-]7*,(t;„ r) -2 ZT*» [ 2 ] («'* + ''" '"^^)' 
wobei die Beziehungen bestehen: 

2Wg ■= öf 1 ^1 + «f2 «^2 H aSnVny 

oder auch: 

- H 1 — «-4, 

TH^ füg Wn 

1 1 — =- U. 

Die Summe ist über alle iy' gleich und 1 zu erstrecken, 
ferner über alle ^, die den Congruenzen 

gB—aiiSi+ at%s%+ a^n Sn niod 2 w« 
entsprechen. 

Es können nun die beiden letzten Fälle vereinigt werden und er- 
geben dann eine vierte noch allgemeinere Form, von deren Aufstellung 
hier um so mehr abgesehen werden kann, als die wichtigsten An- 
wendungen erst in dem zweiten Bande dieses Werkes erfolgen werden. 

§ 81.»^ 

Snmmendarstellung der doppeltperiodisohen Fanotionen 

sweiter und dritter Art. 

Die von uns eingeführten Functionen können nun dazu dienen, 
um überdies wichtige neue Darstellungen der doppeltperiodischen Fimc- 
tionen zweiter und dritter Art zu geben. Von einer einfachen Ex- 
ponentialgrösse abgesehen, haben wir die doppeltperiodischen Func- 
tionen zweiter und dritter Art in die Form gebracht: 

Krause, Doppeltperiodiache Functionen. L 19 
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^,lv - bj&,(v ~ 6;):. . &, (v - bn)' 

wobei rn und n zwei beliebige ganze positive Zahlen bedeuten. An 
Stelle des Index 1 kann auch jeder andere Index treten. Wir wollen 
nun zunächst der Einfachheit halber annehmen, dass b^yb^f.bn lauter 
von einander verschiedene Grössen sind. Um derartige Functionen als 
Summen einfacherer Ausdrücke darzustellen, denken wir uns eine 
transcendente ganze Function der Veränderlichen: 

vorgelegt, welche den Bedingungsgleichungen Genüge leistet: 

Derartige Functionen lassen sich bekanntlich durch n linear von 
einander unabhängige ausdrücken, die denselben Bedingungsgleichungen 
Genüge leisten, und zwar können wir hierfür die Functionen wählen: 

2) ^slg] («t; + w, nt) « e *^V n) n ^^^(nt? + w - gr, m). 
Unter solchen Umständen können wir setzen: 

3) f{v) «v^^-O-j [g] (nv + u-^nr), 

wobei die Cg willkürliche Constanten bedeuten. 

Die Darstellung kann aber noch in mannigfach anderer Weise ge- 
schehen. Nehmen wir an, dass b^ und 6^ zwei beliebige Grössen sind, 
die aber nicht der Congruenz Genüge leisten: 

6i = ig fnodm^t + Wg, 

so können wir die Grössen bilden: 

^sC^ - y^sM [(w -r)v + w + b,, (n - l)r]. £ = 1,2 

Lassen wir g der Reihe nach die Werthe durchlaufen 0, 1, ...n — 2, 
so folgt leicht, dass wir unter den definirten Grössen immer n von 
einander linear unabhängige wählen können. Hieraus folgt die Richtigkeit 
der Gleichung: 

4) f(v) -^<^;^»,(v - 6,)^,[</] ((« - 1) V + u; + t„ (« - l)t) 

+ cP^^jC« - 6,)^3[p] ((w - l)t; -I- «; + 6,, (m _ l)r). 

Die Grössen 6^^ und 6f^ sind unbekannte Constanten. Wir können, 
wie nicht weiter auseinandergesetzt zu werden braucht, (n — 2) der 
Grössen c^^) oder auch der Grössen c[*^ der Null gleich setzen, ohne 
der Allgemeinheit des Problems Abbruch zu thmi. 
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In analoger Weise können wir weiter gehen. Sind h^yh^,h^ drei 
willkürliche Grössen, von denen je zwei einander nicht nach dem 
Modul m^t -\- m^ congnient sein dürfen, so findet die Gleichung statt: 

'">) W -2!2i'' ''^^'^^ ~ ^'^^»('' " ^0^^^^^ [(n-2)v + w + b, + h,, (n - 2)r]. 

Hierbei können wieder eine Reihe der Grössen f^ der Null gleich 
sein, ohne dass der Allgemeinheit des Problems Abbruch gethan wird. In 
ähnlicher Weise können wir weiter gehen. Als letzten Fall erhalten wir: 

6 = 6, + Jg H 6„. 

Hierbei bedeuten h^,\,.,,hn beliebige Grössen, von denen niemals 
je zwei einander nach dem Modul m^x + w^ congruent sein dürfen. 

Ganz analoge Darstellungen würden wir erhalten, wenn wir die 
Gleichungen zu Grunde gelegt hätten: 

f{v + 1) - ± f{v), 

f(v + r) = ± /•(i;)e-''«'«(2«'+*)-»«^-'r«. 

Nehmen wir insbesondere den Fall: 

if(v + !;-(- i)YW, 

so würden wir als letzte Gleichung die folgende wählen können: 

Dividiren wir nun in Gleichung 3j beide Seiten durch ^s{v — b^\ 
in der Gleichung 4) beide Seiten durch d'^(v — bi)^^{v — b^) etc. und 
schliesslich durch ^^(v — b^) , . ,^q{v — bn—i)^ so erhalten wir auf den 
linken Seiten doppeltperiodische Functionen dritter Art, bei denen die 
Zahl der verschiedenen Unendlichkeitspunkte resp. gleich 1,2, ...n — 1 
ist und damit jedenfalls kleiner als die der Nullpunkte. Eine einfache 
Betrachtung zeigt, dass wir auf diesem Wege zu Functionen gelangen, 
auf welche sich die allgemeinsten doppeltperiodischen Functionen mit 
lauter verschiedenen Unendlichkeitspunkten reduciren lassen. 

Wir erhalten demgemäss den 

Lehrsatz: Die doppeltperiodischen Functionen dritter 
Art, bei denen die Zahl der Nullpunkte grösser ist als die 
der Unendlichkeitspunkte, lassen sich linear aus Functionen 
von der Form zusammensetzen: 

19* 



7) 
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^^[fjß{inv — Vy mr) 

wobei m — 1 gleich der Differenz der Zahl der Null- und 
Unendlichkeitsstellen ist und die letzteren alle von ein- 
ander verschieden sind. 

Um die doppeltperiodischen Functionen zweiter Art zu erhalten, 
dividiren wir in Formel 8) links und rechts durch O^j {y — 6,) %^^ {v — 6^) . . . 
^1 {v — bn) und erhalten den 

Lehrsatz: Die doppeltperiodischen Functionen zweiter 
Art mit lauter verschiedenen Unendlichkeitspunkten lassen 
sich linear aus den Functionen: 

», ( v - V ) 

zusammensetzen. 

In diesem wie in dem vorigen Lehrsatz ist von etwaigen Exponential- 
factoren abgesehen. Der letzte Satz hätte auch in etwas anderer Form 
als specieller Fall des vorletzten aufgestellt werden können. 

Die Bestimmung der Constanten ist im Allgemeinen zun^lchst mit 
Schwierigkeiten verbunden. Im ursprünglichen und im letzten Falle 
ist sie leicht durchzuführen. 

Die ganzen transcendenten P^unctionen, sofern sie doppeltperiodische 
Functionen dritter Art sind, lassen sich, von einfachen Exponential- 
grössen abgesehen, in die Form bringen: 

ii^sC^ — «e?^)? £«1,...W. 

Nun hatten wir das Additionstheorem: 

wobei die bekannten Beziehungen bestehen. In diesem Additionstheorem 
setzen wir an Stelle der Grössen i\ die Grössen v^— a^^ so ergiebt sich: 

Nun können wir die Grössen a^r stets den Bedingungsgleichungen 
gemäss bestimmen: 

«11 + «12 -I «1«'= ^^ 

Ö£l+ öfsH 0«n= 0, £ > 1. 

Der Beweis hierfür kann auf mehrfachem Wege geführt werden. 
Wir wollen hier folgendermassen verfahren. In den einfachsten Fällen 
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ist der Beweis klar. Nehmen wir nun an, dass n eine ungerade Zahl 
ist, so können wir setzen: 

0,1 « n — 1, Om =- «28 ^ •••«««== — 1> Wj — n (n — 1), 

«81— «4i""-' • Clnl^ 0. 

Damit ist aber, wie man sich leicht überzeugt, die Bestimmung 
der übrigen Zahlen auf den Fall zurückgeführt, dass die Zahl der Ver- 
änderlichen gleich w — 1 d. h. eine gerade Zahl ist. 

Ist aber n eine gerade Zahl gleich 2r, so setzen wir: 

«11 •=* «18 ■= • • • «In ■■ 1; 

«21 "" «22 ■* * " «*»• '^ 1; «2r + l ■" «2r+2 •— • • • fljj^ — — 1. 

Dann folgt leicht, dass die Bestimmung der übrigen Grössen auf 
denjenigen Fall reducirt ist, in welchem die Zahl der veränderlichen 
Grössen gleich r ist, d. h. gleich der Hälfte der ursprünglichen. 

Unterwerfen wir aber die Grössen a^r den genannten Bedingungs- 
gleichungen, so nimmt unser Additionstheorem die Form an: 

10) iJ Ö'j (t> - a„ t) ~2»s [gi\ (nr - 6, , nr) fj«', \g,] (- b^, m,r). 

■ 

Damit haben wir in diesem Falle die Darstellung der doppelt- 
periodischen Functionen dritter Art durch die von uns eingeführten 
Functionen gegeben. 

Noch einfacher gestaltet sich die Bestimmung der Constanten in 
dem Falle der doppeltperiodischen Functionen zweiter Art. Nennen 
wir die Nullpunkte einer ganzen transcendenten Function, die den 
Gleichungen Genüge leistet: 

I f{v + !)-(- 1)V00, 
f(v + r) - (- l)»e-«/n(ar+^)-2«'«i/-(t;), 

a^^a^f'^nf so wird dieselbe gleich: 

f(v) = cd'^{v - oj O"! (t; — Og) . . . d'i(v - a»), 
wobei die Relation besteht: 

D fit- «1 + «2 H an+w^m (m ganze Zahl). 

6 « 6i + 62 H bny 

« — «1 + «2 H «n- 



11) 
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* Multipliciren wir mit dem Nenner herüber und setzen v — br^ so 
wird: 

^ Q\ _ ^ij br— ai)^i(hr - a^ ...^^(hr— an) 

Diese Constantenbestimmung ist zuerst von Hermite gegeben 
worden. Hätten wir andere Zeichen gewählt, so hätten die Betracht- 
ungen sich nur wenig modifieirt, jedenfalls ist auch in den anderen 
Fällen eine explicite Darstellung möglich. 

In dem Falle der allgemeinen doppeltperiodischen Functionen dritter 
Art mit mehr Null- als ünendlichkeitsstellen können andere Methoden 
nicht so einfacher Art angewandt werden, um die Constanten zu be- 
stimmen, daneben aber können dieselben durch eine einfache Be- 
trachtung auf die Functionen zweiter Art zurückgeführt werden, so dass 
auch hier eine explicite Darstellung möglich ist. In der That, nehmen 
wir an, dass n eine ungerade Zahl sei, so folgt: 



^3(nt', m) = cjj ^3 (v + -^y zjy 



wo das Product nach e von bis » — 1 zu nehmen und c eine be- 
kannte Constante ist. Sei nun eine doppeltperiodische Function dritter 
Art vorgelegt, bei welcher die Zahl der Nullpunkte grösser als die der 
Unendlichkeitspunkte ist, und die den Gleichungen Genüge leistet: 

fiv + 1) = f(v), 
so bilden wir den Ausdruck: 

m 



F{v) 



./J^,(t,+ Sr) 



dann ist F(v) eine doppeltperiodische Function zweiter Art. Diese 
können wir dann in expliciter Weise durch Functionen von der Form 
darsteUen: »,(v - a) 

wobei die Coefficienten leicht hinschreibbare bestimmte Grössen sind. 
Die Function f(y) selbst wird dann in Ausdrücke von der Form zerfallen: 

-^3 (v - a) 



^,(y-b) 
Nun gilt die Fonnel: 



^^(nv, nr). 



14) { 

' ^^[nw — mv + nmiLXy nm{n + w)i^] ^z\!P + *^ + ftfwr, (« + w)t]. 



§ 81. Summendarstellung der doppeltperiod. Functionen zweiter u. dritter Art. 295 

Setzen wir in derselben an Stelle von vinv, an Stelle von w:v — a, 
von tn: 1, so wird: 

-2^3[^«][- na,n(n + l)r]^,[^] [(« +l)t; -a,(n + l)r]. 

Damit aber ist die Reduction auf die früheren Functionen voll- 
kommen zu Ende geführt, und wir können somit die explicite Be- 
stimmung der Coefficienten als durchgeführt ansehen. Aehnlich wäre 
der Fall eines geraden n zu erledigen. 

Zu gleicher Zeit geben aber die Betrachtungen, die wir soeben 
angestellt haben, die Möglichkeit, die doppeltperiodischen Functionen 
dritter Art, bei denen die Zahl der Nullpunkte kleiner als die der Un- 
endlichkeitspunkte ist, aus gewissen einfacheren Functionen zusammen- 
zusetzen. In der That, nehmen wir an, dass n Unendlichkeitspunkte 
mehr als Nullpunkte vorhanden sind und bezeichnen die vorgelegte 
doppeltperiodische Function durch f{v), so ist jetzt: 



mJJ^^ + f -) 



(n ungerade) eine doppeltperiodische Function zweiter Art, liisst sich 
also in expliciter Form aus Functionen 

^3 0'-6,t) 

zusammensetzen. Hieraus folgt der 

Lehrsatz: Die doppeltperiodischen Functionen dritter 
Art, bei denen n Unendlichkeitspunkte mehr als Nullpunkte 
vorhanden und die Unendlichkeitspunkte von einander ver- 
schieden sind, lassen sich linear in expliciter Weise durch 
die Grössen darstellen: 

Bei den letzten Betrachtungen war durchweg angenommen, dass 
die Wurzeln des Nenners alle von einander verschieden sind. Wird 
ein Theil derselben einander gleich, so modificiren sich die Resultate. 

Bleiben wir zunächst bei den doppeltperiodischen Functionen zweiter 
Art stehen und nehmen an, dass im Nenner der Factor 

steht, so treten an Stelle des einen Summanden: 
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^■^(v - If + b - ä) 
^, (v - b') 

deren r, die wir in der Summe zusammenfassen können: 

Die Coefficienten sind zu bestimmen, indem man die linke Seite 
sich nach Potenzen von t; — fc' entwickelt denkt. Die Coefficienten 
von (v — 1)"^% (v — 6')-'"+', . . . (y — V)"^ sind dann, von einfachen Zahl- 
factoren abgesehen, resp. gleich: 

Cy— 1, Cr — 2^ • • • ^0' 

Dabei muss dann ferner in dem Ausdruck für h die Grösse 6' 
r-mal gesetzt werden. 

In ähnlicher Weise muss bei den doppeltperiodischen Functionen 
dritter Art verfahren werden, nur dass bei ihnen nach den Parametern 
b und V zu differenziren ist. 

Neue Darstellungen der doppeltperiodischen Fnnotionen erster Art. 

Einführung der Funotion ^{u). 

Die Summendarstellung der doppeltperiodischen Functionen zweiter 
Art wird im Grenzfalle der Functionen erster Art hinfällig, da wir in 
demselben Ausdrücke von der Form erhalten: 

^^{v-br+h-a) ^^ 

-ö-j (h — a). -a-, (t? — br) 

Nach den Regeln der Differentialrechnung würden sich demnach 
Primfunctionen von der Form ergeben: 

&l{v-br) 

^1 (y - M" 

Dass dieses Resultat wirklich richtig ist, zeigt eine einfache direkte 
Ueberlegung. Nehmen wir an, dass eine doppeltperiodische Function 
erster Art vorgelegt sei: 

welche den Gleichungen Genüge leistet: 

^ I /•(« + t) - av\ 

wobei die Grössen b^^b^y-bn alle von einander verschieden sein mögen. 
Bilden wir dann die Summe: 
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SO hat diese dieselben Unendlichkeitspunkte wie f(v). Setzen wir über- 
dies fest, dass: 

1 

ist, so leistet die Function F{v) auch den Gleichungen Genüge: 

F{v + 1) - F(v), 
F{v + r) « F{v). 

Die Zahl der willkürlichen Constanten ist w, wir können dieselben 
stets in einfachster Weise so bestimmen, dass unsere Function die- 
selben Nullpunkte hat wie f{y) oder also wir finden: 



*) w-^+2-^Hl- 



Genau so kann der allgemeine Fall erledigt werden. Nehmen wir 
an, dass die doppeltperiodische Function erster Art vorgelegt sei: 

' ^ ^' &, (v - ft,)"' . . . ^, (» - t.)"' 

bei welcher die Grössen i, , . . . 6, jetzt alle von einander verschieden 
sind und zwischen den Null- und Unendlichkeitsstellen die bekannten 
Beziehungen bestehen, so wird sich die Darstellung ergeben: 

M» - fc») 

•S^-^ »l(V-ha) Ö = l, 2,...S 

Die Coefficienten cj bestimmen sich genau so wie die entsprechenden 
bei Functionen zweiter Art durch Entwickelung der linken Seite um 
die einzelnen Unendlichkeitspunkte. So kommen wir zu neuen Func- 
tionen: ^^ 

Ebenso wQrden sich drei andere Functionen ergeben: 

die aber als wesentlich verschieden von der ersten nicht angesehen 
werden können. Wir können sagen, dass von den vier Functionen 
eine als wesentlich neu aufzufassen ist, während die anderen dann auf 
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bekannte Functionen zurückgeführt werden können. Es geschieht das 
vermöire der Relation: , . 

Die neu eingeführten Functionen haben sich von grosser Bedeutung 
gezeigt. Es folgen für sie eine Reihe von Eigenschaften, unter welchen 
wir die folgenden herausgreifen. 

Wir hatten die Formel: 



du^~ 



oder also wir erhalten: 



1 dlog^f^{v) 



u 



^ .,o « 11 — I snru . diL 



K* du 



Wir wollen nun setzen: 



7) g(„). 1 .J'«_ l^'^, 
^ ^^ "^ n^k^&^&Q k^ du 

so ist klar, dass die Theorie der doppeltperiodischen Functionen erster 
Art auch auf die Theorie der Function ^(ti) zurückgeführt werden kann. 

Diese Function g(tt) nun leistet einem ungemein einfachen Additions- 
theorem Genüge. 

In der That, bilden wir den Ausdruck: 

S(w + «0 + £(w-«i)-2£(u), 
so wird derselbe gleich: 

k*du^ 9l(t) k»du^' 9l{v) 

2sn*u, .snu.cnu.dnu 
1 — Ä;*.srt*u.sn*«, 

Aeknlich folgt: 
^/ , \ ^/ \ 6/ \ 2sn*u.snu..enu..dnu. 

g(« + «0 - §(« - «,) - 2g(«o mti^feÄT 

Unter solchen Umständen ergiebt sich das Additionstheorem: 

8) g(tt + Mj) »= J;(m) + 5(wi) + snu.snui,sn{u + Uj). 

Im Anschluss an die Summendarstellung der doppeltperiodischen 
Fimctionen erster Art geben wir noch eine zweite wichtige Darstellung 
derselben. 
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Nehmen wir an, dass die Function vorgelegt sei: 

f{y) = Ol {v - a^)^^{y - öTj) . . . 0'i(ü - a„), 

»1 + ör^ H a» =- 0, 

so können wir dieselbe, wenn n gerade ist, setzen: 

wenn n ungerade ist: 

I 

Hieraus folgt, dass: 

^1 (v -^j)&i {y -- Og) . . . -^1 { v - gn) 

sich rational aus sn^u und snn,cnu,dnu zusammensetzen lässt. 

Nehmen wir nun an, dass irgend eine doppeltperiodische Function 
erster Art vorgelegt sei, so können wir dieselbe schreiben: 

O, [v - 6i)^i («^ - &2) . . . -^1 iy - 6n) 

«1 + «2 + • • • «n -- fci + &2 H &n —-4 « B. 

Wir können die vorgelegte Function aber auch als Quotienten 
zweier anderen darstellen und zwar der folgenden: 

^1 {v-ai)-' ^i (y - O n) ^1 (v + A) 

^,{ v - 6J -■ Oi(t; - K) ^1 (y+B ) 

OJ + >(r;). 
Hieraus folgt der 

Lehrsatz: Eine jede doppeltperiodische Function erster 
Art lässt sich rational aus sn^u und snu . cnu . dnu zusammen- 
setzen. 

§83. 

Die Entwickelnng der speciellen doppeltperiodisclieii Functionen 

aweiter Art in Fotenzreilien. 

Wir haben die gesammten doppeltperiodischen Functionen zweiter 
Art auf gewisse specielle Functionen zurückgeführt. Es möge zunächst 
das Problem behandelt werden, diese örundfunctionen in Potenzreihen 
zu entwickeln. Hierbei können wir annehmen, dass der Nenner das 
Argument v habe, der Zähler wird dann das Argument v + a besitzen. 
Es bleiben vier Fälle zu unterscheiden übrig, je nachdem der Index 
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der d"- Function im Nenner die Werthe 0, 1, 2, 3 annimmt. Im Zähler 
ist es gleichgültig, welchen Index wir wählen, da in demselben die will- 
kürliche Constante a vorkommt. Wir wollen zunächst den Quotienten 
ins Auge fassen: 

^1 {v + fl) 

Bei den letzten Untersuchungen ist vielfach von dem Exponential- 
factor abgesehen worden, der bei den Functionen zweiter Art noch 
auftreten kann. Im vorliegenden Falle gestaltet sich die Untersuchung 
besonders einfach, wenn wir einen solchen Exponentialfactor hinzu- 
nehmen, und zwar wollen wir die Function betrachten: 

Um die Entwickelung derselben in Potenzreihen zu erhalten, gehen 
wir folgendermassen vor. 

Setzen wir: 

so wird: 

dlogq)(v) dlog&i(v + a) ähg^^ifl) 

dv dv da 

d log (p (v) d log ^^ {v + a) d log &q (a) d* log O^ (a) 
da da da da^ 

Unter solchen Umständen erhalten wir die Relation: 

g. dyj^ _ dfpjy) ^ ^ ,. d^log^^ja) 

^' av. da ^^^ da^ 

Wir können nun die Entwickelung ansetzen: 

4) 9 {v) — Co + Cjt; 4 Cg v^ + • • • CnV H 

und erhalten vermöge der letzten DifiFerentialgleichung die Beziehung: 

^ ^ ^ da dar 

Der Factor 

^log%^{a) 

da^ 

gestaltet die Berechnung der Grössen c etwas unübersichtlich. Wir 
kommen zu einfacheren Resultaten, wenn wir die Function betrachten: 
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6) il) (v) — ~-.-sr^ e ^o(a) ^o « , 

dann wird die Differentialbeziehung: 

dlogtlj(v) dlogit^jv) ( d^Ug^^{a ) O^^X 
^ dv da *" \ rfa« V' 

Machen wir daher den Ansatz: 

so ergiebt sich die Beziehung: 

9) („ + 1)^^, _ ^ _ ,U. (^^# - ^J) - 0. 
^ ^ da \ dar &q' 

Noch durchsichtiger gestalten sich die Resultate, wenn wir die 
Argumente der elliptischen Functionen einführen, d. h. setzen: 

Dann ergiebt sich: 

dlog^jv) _ dlogtjv) _ ^,^ d£(«) 
"^ aw a« da 

Die ersten Coefficienten in der Entwickelung sind unmittelbar be- 
kannt. Das constante Glied wird: 

der ractor von u: 

Yk cna.dna. 
Hieraus folgt der 

Lehrsatz: Die Function: 

1 JS^.(v + a) ^?k(^l,^K^ 



Vk ^o(«) 

lässt sich nach Potenzen von u entwickeln. Die Coeffi- 
cienten setzen sich ganz und rational aus sna und cna.dna 
zusammen. Als Constante tritt die Grösse k^ ganz und 
rational auf. 

Femer haben wir gefunden, dass die Function: 



,« 






sich nach Potenzen von u entwickeln lässt, so zwar, dass die Coeffi- 
cienten sich ganz und rational aus k^ zusammensetzen lassen, und zwar 
wird: 



^ K .' 



2&» 8 (k* + k*) 32 (k* + k ^) + 348k^ 
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Durch Multiplication ergiebt sich der * 
Lehrsatz: Die Function: 



1 |>,.^,(. + .)^^|^) 



e -\{a) ^ 



lässt sich nach steigenden Potenzen von w entwickeln. Die 
Coefficienten sind gan^e rationale Functionen von sna und 
Cfia.dna^ die als Constante die Grösse k^ ganz und rational 
enthalten. 

Setzen wir die Reihe gleich: 

&o + ^w + 62H* + ^3«*' + • • ■ 
so wird: 

, , , , sna(— 1 — Ä;*+ fc^sn^a) 
ÜQ^^sna, 0^^ cna.dna, Og— ^ ^-^ -, 

- . cn « . dn a (— 1 — Ä* + fc^ sv^d) 

sna [4F+ ( 1 + W - h^sn^af\ 
^'^ 4! 

cna.dna [12k^ (1 + k^ - fe^sn ^ «)*] 
ö^« --- 5j- — 

So haben wir eine Methode angegeben, mit deren Hülfe eine ganz 
bestimmte Function in Potenzreihen entwickelt werden kann. Aus 
dieser Entwickelung ergeben sich nun mit Hülfe der Substitution halber 
Perioden und der linearen Transformation sofort die Entwickelungen 
einer Reihe weiterer Primfunctionen. 

In der That, wir sind berechtigt, links und rechts a um halbe 
Perioden zu vermehren. Wir erhalten auf diesem Wege — wie schon 
angedeutet — die Entwickelung dreier anderen Quotienten in Potenz- 
reihen von IL Ferner zeigt sich aber auch die lineare Transformation 
von Bedeutung. 

In der That, setzen wir links und rechts an Stelle von v und t 
die Grössen t;' und x', die durch die Gleichungen definirt sind: 



^1^ — ^1 61— a^T 

wobei c^o7^o;^i;^i ^^ einer linearen Transformation gehören, so finden 
Uebergänge von der Form statt: 
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F. ^1 {v\ x') « C . £i . Oj {Vy t), 

F. Og {v\ x') « c . £2 . -O-^Ct;, x), 
F.^3(l/, x') = c.63.'&y(t;, t), 

7<^ SB e« " («0 4- öl *')a| »' 

wobei 6* die allen Thetafuuctioneii gemeinsame Constante und f^, ^1,^2? ^3 
bekannte achte Einheits wurzeln bedeuten. Demgemäss geht der Quotient: 

l_VMi±±)e-S' 

yic *o(«)-«'o(«) 

über in den Quotienten: 

^..», .,..3 ^>+a)^gg.^ 

während die Potenzreihe für den ersten Ausdruck in eine solche für 
den zweiten übergeht. 

Auf diesem Wege können wir aus der ursprünglichen Reihe fünf 
andere herleiten, die mit derselben zu je zweien zu der nämlichen 
Function gehören und infolgedessen Bedingungsgleichungen ergeben, 
denen die Entwickelungscoefficienten Genüge leisten. 

Setzen wir z. B.: 

., , «0-1; «1-^1; &o=0, fei-1, 

so folgt: 

Die Entwickelung von: 

nach . Potenzen von n bleibt ungeändert, wenn an Stelle von: 

u, sna, cnaj dna, Yk 
der Reihe nach gesetzt wird: 

Jeu, ksnuy dna, cnaj 



Vk 

Die Functionen, die sich auf diese Weise ergeben, haben die 
Eigenthümlichkeit, dass im Nenner niemals die Function ^i(v) zu 
stehen kommt. In der That modificiren sich auch in einem solchen 
Falle die Resultate, wenn auch die Methode dieselbe bleibt. Die Ent- 
wickelimg der reciprokefti ^j- Function hat die Form: 



^0' f' 






-^1 {v) u 

so dass wir das Resultat erhalten: 
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Die Function: 

lässt sich in der früheren Weise nach Potenzen von u ent- 
wickeln. 

Zu ähnlichen Resultaten kann man auf folgendem Wege gelangen. 
Setzt man: 



a^) 



»,{v + a) -f°!"l. 



so ist der Ausdruck: 



*«(") 



■».(a) 



»l{v)[9\(v) - el(v)] ^ 



eine doppeltperiodische Function dritter Art, deren charakteristische 
Gleichungen unmittelbar hingeschrieben werden können. Wenden wir 
die alten Betrachtungsformen an, so können wir setzen: 

12) {sn^n — sn^a) -Q"— — fi^){<^i + (^sn^u+ c^snu.cnu.dnu) 

'^ f(v){snucnudnu — sna.cna.dna). 

Analog ergiebt sich flir den zweiten DiflFerentialquotienten der 
Ausdruck: 

13) ^^ - f{v){2k^sn*n - 1 - fe« + khn^a). 

Diese Gleichungen lehren die Richtigkeit des Lehrsatzes kennen: 

Lehrsats: Die sämmtlichen Differentialquotienten der 
Function f(v) nach u lassen sich als Product von f(y) und 
einer rationalen Function von snu und cnu,dnu darstellen. 
Die Coefficienten setzen sich rational aus sna und cna.dna 
zusammen, während als Constante die Grösse k^ rational 
auftritt. Der Nenner ist, wo er vorhanden ist, gleich 

Man kann die hierbei auftretenden Gesetze noch näher specialisiren, 
indessen gehen wir darauf nur kurz ein. Jedenfalls findet eine Gleichung 
von der Form statt: 

14) ^j;;;^ + a-m(«) '# + /•-..s(«)/-(.) = 0, 



wobei gesetzt ist: 



du 



15) 



n-8 



fn-i,i{^) =■ snu,cnu.dnu^/Cr^n-isn^''u, 



^ 



A-l,«(w)— ^rfr^n-lSn**"«. 



^ 



19) 
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Durch zweimaliges Differeiiziren erhalten wir hieraus Recursions- 
formeln für die Grössen c und d, die aber nicht weiter aufgestellt 
werden mögen. Aehnliches gilt fiir die ungeraden DiflFerentialquotienten. 

Wenn wir aber die Differentialquotienten kennen, so kennen wir 
auch die Entwickelung der Function f(y) in eine Potenzreihe. Dabei 
braucht kaum bemerkt zu werden, dass die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung direct Recursionsformeln für die Entwickelungscoefficienten 
giebt, wie an einem analogen Falle sofort ausfuhrlich gezeigt werden soll. 

Betrachten wir nämlich die Function: 

'^) -«-^^«--!- 

so können wir den Ansatz machen: 

17) ip(v)~-{l + Ay + Ay + ■■•). 

u 

Die Function f(v) leistete der Gleichung Gentige: 
^-I^ « f(v)(2k*sn'u - 1 - h^+h^sn^a). 

Entwickeln wir beide Seiten nach Potenzen von ^ + 9 oder, was 
dasselbe sagt, nach Potenzen von ti + iK^ imd setzen: 

18) — ^ \+d^ + d^u^ + '"> 

so folgen durch Coefficientenvergleichung erstens die Foraxen: 

o 
— 3-^2 — li^sna,cna,dnu, 

« 

- A,r^ ^!^A«-_^^«:?^ (fc2.-.,n»r-,„ + a(4) A2r-4,^..-4« 

wobei die Grössen gtr und gir+i leicht zu bestimmende ganze positive 
Zahlen sind und die Zahlen a sich ganz und rational aus k^ zusammen- 
setzen lassen. 

Andererseits erhalten wir die Recursionsformeln: 

Krause, Doppeltperiodische Fanctionen. I. 20 
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20) 



[2r (2r - 1) - 2] A^r - (k^sn*a - ^— ) ^»«--s 
[2r(2r + 1) - 2] Atr+i- {k*sn'a - ^^) A^r-i 



+ 2(f, ^2r-3 H 2ckr—i A^ + 2dir, 

aus denen sich die Coefficienten der Reihe nach berechnen lassen. 



§84. 

Entwiokelang allgemeiner doppeltperiodifloher Funotionen 

zweiter Art in Fotensreihen. 

Vermöge der zuletzt angegebenen Methoden und der früheren 
Darstellung der allgemeinen doppeltperiodischen Functionen zweiter 
Art durch gewisse Grundfunctionen sind wir im Stande, auch die all- 
gemeinen Functionen zweiter Art in Potenzreihen zu verwandeln. 
Nichtsdestoweniger kann es in einigen Fällen von Bedeutung sein, auf 
anderem Wege Reihenentwickelungen herzustellen. Wir wollen einige 
hierauf bezügliche Sätze angeben. 

Nehmen wir die Function: 



1) 









o(f) 



wobei das Product nach r von 1 bis m zu nehmen ist, so können wir 
die Entwickelung derselben erhalten, indem wir die früheren Ent- 
wickelungen mit einander multipliciren. Jedenfalls erhalten wir eine 
Darstellung von der Form: 



2) 



<p („) » C Qj'il + 2r,M» + iTjU» + • • ■), 



wobei die Beziehungen bestehen: 

^3 -2^i^ 






j 
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Die oberen Indices der Grössen A bedeuten, dass sie den Argumenten 
Gl entsprechen. Die Summen sind nach l resp. V in bekannter Weise 
zu nehmen. 

Jedenfalls folgt, dass die Grössen K nur von den Ausdrücken ab- 
hängen: 

2^x^ und ^WjÄJf-i, 

wobei gesetzt ist: 

3) Xi^ sn^ai^ 4) Ui'^ snui.cnai.dnai. 

Wir können aber noch mehr sagen. Wenn nämlich unter pj, 
Pi} -"Pm die Coefficienten derjenigen algebraischen Gleichung: 

5) r»"» + pi af""^ + ft ^*""* H |>m — 

verstanden werden, deren Wurzeln x^y x^y ...a?m sind und gleichzeitig 

6) g/ — Wi rri + W2 4 H "»» ^^ 

gesetzt wird, so bemerken wir, dass sich sämmtliche Coefficienten iTg, 
K^y ... durch die 2m Grössen p,, pg; •••?»!» ffo? ffi--- 3m— 1 allein aus- 
drücken lassen. Einerseits lässt sich ja jede ganze symmetrische Func- 
tion von x^y x^y,,,x,ny b\bo insbesondere auch jeder Ausdruck von der 

Form: 

a^ + rrj H x\ 

als ganze rationale Function von jp^, jjg, .. .^m darstellen und anderer- 
seits kann vermöge der Identitäten: 

xf + p^afH^"^ + p^af^-^ + ' "Pm^ Oy l^ 1, 2, ...fw 

eine jede höhere Potenz von Xi linear durch Xi, x}y.,.a^~~^y also jeder 
Ausdruck von der Form: 

u^xl + u^x:^+"'U,nX^ 

linear und homogen durch 3o> 3i> •• • 3»»— 1 dargestellt werden. 

Bezeichnen wir femer, um die im Bau der Coefficienten .ffg, K^, . . . 
auftretende Gesetzmässigkeit besser hervortreten zu lassen, die Grössen: 

PlpQof P9}il'"Pmyqm--l 

der Reihe nach durch die Buchstaben: 

Q27 Ps; Qiy "-Qim) (>Sm+i, 
SO kann allgemein gesprochen die Grösse (>«-i-i(n = 1, 2, . . . 2m) in den 
Coefficienten: v jr jr ^ 

gar nicht auftreten, in den Coefficienten: 
nur linear vorkommen, in den Coefficienten: 

20* 



.n 
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Kin-^i, K%n-\-3} ...-K8n + 2 

nur quadratisch vorkommen u. s. f. 

Diese Bemerkung ergiebt dann unmittelbar die Richtigkeit des 
folgenden von Naetsch aufgestellten 

LehrsatBes: Sind Zg, Z3, Z4, ... die Coefficienten, welche 
bei der Entwickelung: 

0(v) - C(^)"(l + K,u' + K,u' + . . . ) 

unserer doppeltperiodischen Function zweiter Art: 

nach steigenden Potenzen von u auftreten und definiren 

wir die Grössen Q^y Q^y- Qim, P2m+i in der oben angegebenen 

Weise, so hängt: 

K^ von Q^y 

Zg von QJ^ und Q^y 

K^ von Q^y Q^y Q^y 



-ffim+l von pjm + l, Q%mi"'Q^jQ% 

ab^ so zwar, dass in 

J^m + l; -ffm + Ä; • • • -^«111; ^Sm + l 

die Grössen: 

nur linear vorkommen. 

Dieser Satz wird in der Theorie der Differentialgleichungen, denen 
die Functionen zweiter Art Genüge leisten, gebraucht werden. 

§ 85. 

Entwickelung der doppeltperiodisohen Functionen dritter Art 

in Fotenzreihen. 

Bei der Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen dritter 
Art können wir uns auf die Entwickelung gewisser Primfunctionen be- 
schränken. Wir wollen hierbei annehmen, dass die charakteristische 
Zahl n eine ungerade Zahl sei, indem wir bemerken, dass der entgegen- 
gesetzte Fall durchaus analog behandelt werden kann. Wenn dann 
die Zahl der Nullstellen grösser ist als die Zahl der Unendlichkeits- 
stellen, so können wir als Primfunction den Ausdruck zu Grunde legen: 

^linv + nüy nx) 
\{vyX).d'Q{naynz) 
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Die Entwickelung desselben kann in folgender Weise gegeben 
werden. 

Seien zunächst a^,,..an beliebige Grössen, so können wir vermöge 
der Untersuchungen des 83. Paragraphen die Function entwickeln: 

Vk ^o(«r) 

Die Coefficienten setzen sich ganz und rational aus den elliptischen 
Functionen mit den Argumenten a^ und der Constanten k^ zusammen. 

Wir setzen nun an Stelle der Grössen a^, a2,...aw der Reihe nach: 

' n n 

und nehmen die bekannten Beziehungen hinzu: 

JJ#o(y + ^ + -^) -- cO-oCnr + na, wr), 

wobei c eine bekannte Constante bedeutet; dann erhalten wir den 
Lehrsats: Die Function 

^^H d-Jnv + na,nr) —^; — /«^-v^v 

lässt sich nach Potenzen von u entwickeln. Die Coeffi- 
cienten setzen sich ganz und rational aus den elliptischen 

Functionen mit den Arffumenten a A und der Grösse k^ 

zusammen. 

Für die wirkliche Berechnung der Coefficienten können ähnliche 
Recursionsformeln wie die früher aufgestellten entwickelt werden, in- 
dessen sehen wir von der Aufstellung derselben ab. Dagegen wollen 
wir eine zweite Darstellung der Entwickelung kurz angeben. 

Setzen wir in den Formeln von § 83 an Stelle von: 

V, a, r, u, a, k 
resp. 



wobei: 



nvy na, nr, Wj, «i, c, 
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«1 «= w«d'3*(0, nT)v — 3rn03*.r, 

ist und c den transformirten Modul bedeutet, so ergiebt sich der 

Lehrsatz: Die Function: 

J^ ^.(nv + na, nr) ^-^HJ-^ln.^^ — 

lässt sich nach Potenzen von ti^ entwickeln. Die Coeffi- 
cienten sind ganze rationale Functionen der elliptischen 
Functionen mit dem Argumente a^ und der Constanten c*. 

Multipliciren wir die beiden Darstellungen mit: 

3'" m* 

so ergiebt sich für unsere Primfunction eine doppelte Darstellung, die 
durch den folgenden Lehrsatz charakterisirt wird: 

Erstens: Die Function: 

^o{v,r)d-Q{na,nT) 

lässt sich nach Potenzen von u entwickeln. Die Coefficienten 
setzen sich ganz und rational aus den elliptischen Functionen 

2rK. 

mit den Argumenten a H und der Constanten k^ zusammen. 

Zweitens: Die Function: 

d-Q d'i(nV + naynT) &o{na,mr) (n^So' &i' \ t^ 

yc d-Q(v,t)^Q(na,nT) 

lässt sich nach Potenzen von u entwickeln. Die Coefficienten 
setzen sich ganz und rational aus den elliptischen Functionen 

mit dem Argumente- a^ und den Constanten ft*, c^, — % zusammen, 

wobei dann zwischen den letzteren Grössen die bekannten 
Beziehungen der Transformationstheorie bestehen. 

Auch hier ist die Substitution halber Perioden und die lineare 
Transformation von Bedeutung. Vermehren wir a um halbe Perioden, 
so erhalten wir die Entwickelung dreier neuer Functionen, ebenso lässt 
sich ohne Weiteres die lineare Transformation anwenden. 
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In ähnlicher Weise können die Functionen behandelt werden, bei 
denen die Zahl der Nullstellen kleiner ist, als die Zahl der Unendlich- 
keitsstellen. Dieselben setzen sich aus den Functionen zusammen: 

^i(v -- 6, ^) 1 



Die Entwickelung derselben erhalten wir, indem wir die bekannten 
Entwickelungen der beiden Functionen: 

»i(«-^^) und ^ 

mit einander multipliciren. Da keinerlei neue Momente auftreten, kann 
von der Aufstellung des entsprechenden Satzes abgesehen werden. 

Hiermit sind die wichtigsten Sätze über die Entwickelung der 
doppeltperiodischen Functionen in Potenzreihen gegeben. 



Die wichtigsten Lehrbücher und Formelsammlungen, 
die in Betracht kommen, sind die folgenden: 

Gudkrmann: Theorie der Modular-Functionen und der Modular-Integrale. Berlin 1844. 
Schelldach: Die Lebre von den elliptischen Integralen und den Theta- Functionen. 

Berlin 1864. 
ScHLÖHiLcu: Compendium der höheren Analysis 2. Band. Braunschweig 1866,1874. 
KoENiGSBEBGEB: Die Trausformation, die Multiplication und die Modulargleichungen 

der elliptischen Functionen. Leipzig 1868. 
Mansion: Theorie de la multiplication et de la transformation des fonctions ellip- 

tiques. Paris 1870. 
EoENiGSBEBGEB: Yorlesungeu über die Theorie der elliptischen Functionen. 

Leipzig 1874. 
Bbiot et Boüquet: Theorie des fonctions elliptiques. Paris 1875. 
Cayley: An elementary treatise on elliptic functions. Cambridge 1876. 
Thomae: Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der elliptischen und 

Rosenhain'schen Functionen gebraucht werden. Halle 1876. 
DuBfeGE: Theorie der elliptischen Functionen. Leipzig 1878. 
Laubent: Theorie ^lämentaire des fonctions elliptiques. Paris 1880. 
Rausenbeboeb: Lehrbuch der Theorie der periodischen Functionen einer Variabein. 

Leipzig 1884. 
Bobeck: Einleitung in die Theorie der elliptischen Functionen. Leipzig 1884. 
Spabbe: Cours sur les fonctions elliptiques. Bruxelles 1886. 
Halphen: Trait^ des fonctions elliptiques et de leurs applications. Paris 1886. 
ScHWABz: Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 

Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn Prof. K. Weierstrass. 

Göttingen. 
Thomae: Abriss einer Theorie der Functionen einer complexen Veränderlichen 

und der Thetafunctionen. Halle 1890. 
Ennepeb: Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte, herausgegeben von 

Müller. Halle 1890. 
Webeb: Elliptische Functionen und algebraische Zahlen. Braunschweig 1891. 
Tanneby et Molk: Elements de la thdorie des fonctions elliptiques. Paris 1893. 
Klein: Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulf unctionen. Leipzig 

1890, 1892. 

Nr. 1 m 1 — 11). 
In Bezug auf die Einleitung ist vor allem auf die Vorlesungen von Weierstrass 
und dessen Abhandlung: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen 
1877 zu verweisen. Die Weierstrass' sehen Untersuchungen sind daneben in einer 
Reihe von Lehrbüchern wiedergegeben worden. Unter diesen mögen die folgenden 
herausgegriffen werden; 
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Thomae: Elementare Theorie der analytischen Functionen einer complexen Ver- 
änderlichen. Halle 1880. 

Rausenbebgeb: Lehrbuch der Theorie der periodischen Functionen einer Variablen. 
Leipzig 1884. 

Biebmamn: Theorie der analytischen Functionen. Leipzig 1887. 

Auf das zweite Werk möge insbesondere bei den Paragraphen 7 und 8 ver- 
wiesen werden. 

Nr. 2 (§ 8). 

In Bezug auf den Laurent'schen Satz werde verwiesen auf: 
Laurent: Extension du th^oreme de M. Cauchy relatif ä la convergence du d^- 

veloppement d^une fonction suivant les puissances ascendantes de la 

variable. Comptes rendus 17. 

Rapport sur ce memoire. Comptes rendus 17. 

Caüchy: Note sur le d^veloppement des fonctions en s(5ries ordonnöes suivant les 

puissances entiäres positives et negatives des variables. Comptes rendus 17. 
Mittag -Lkffleb: Demonstration nouvelle du thäor^me de Laurent. Acta mathe- 

matica 4. 
Scheeffeb: Beweis des Laurent' sehen Satzes. Acta math. 4. 

Nr. 3 m 12-16). 

Da die allgemeine Theorie der periodischen Functionen hier nur in sehr 
geringer Ausdehnung gebraucht wird, so begnügen wir uns in Betreff der Para- 
graphen 12, 13, 14, 16 in der Hauptsache damit, auf das citirte Werk von 
Rausenberger zu verweisen, daneben auf die Arbeiten von Klein , Poincarö, Rausen- 
berger, die sich im 18., 19., 20. Bande der Mathematischen Annalen etc. befinden. 

Nr. 4 (9 16, 18, 19, 20). 

In Betreff der Paragraphen 16, 18, 19, 20 bemerken wir zunächst, dass die 
Bezeichnungsweise „Doppeltperiodische Functionen erster, zweiter, dritter Art*' von 
Hermite herrührt, der sich vor allem mit den Functionen zweiter und dritter Art in 
bahnbrechender Weise beschäftigt hat — dann aber machen wir auf die folgenden 
Arbeiten aufmerksam: 

Hebmite: Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Comptes rendus 85 

oder auch Paris 1885. 
Cours de M. Hermite profess^ pendant le 2^ Semestre 1881—1882 r^dig^ par 

M. Andoyer. Paris 1883. 
Cours de M. Hermite r^dig^ en 1882 par M. Andoyer. Paris 1887. 
Biehleb: Sur les d^veloppements en sdries des fonctions doublement p^riodiques 

de troisieme espece. Paris 1879. 
AppELii: Sur les fonctions doublement päriodiques de troisieme espece. Annales 

öcientifiques de Tficole normale supörieure HL 1. 
Die anderen Arbeiten von Appell über die genannten Functionen sollen 
später citirt werden. 

Fbobenius: Ueber die Functionen zweiter Art. Crelle 93. Band. 
Mohbmann: Fourier'sche Ent^vickelungen im Gebiete der doppeltperiodischen Func- 
tionen dritter Gattung. Teubner 1889. 
Daneben werde auf das citirte Werk von Rausenberger besonders aufmerk- 
sam gemacht. 
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Nr. 5 (S 17). 

Die citirte Arbeit von Jacob i hat den Titel: De functionibus duarnm varia- 
bilium quadriipliciter periodicis, quibus theoria transcendentium Abelianaram in- 
nititur und befindet sich im Crelle'schen Journal 13. Band und im 2. Bande der 
gesammelten Werke. In Bezug auf unendlich vieldeutige Functionen, die freilich 
für unsere Zwecke nicht in Betracht kommen, möge verwiesen werden auf: 

Gasobati: Les fonctions d'une seule variable ä, un nombre quelconque de p^riodes 
Milan. 1885 und Acta math. YIII. 

Nr, 6 (8 18). 

Die in Frage kommende Arbeit von Eisenstein hat den Titel: Genaue Unter- 
suchung der unendlichen Doppelproducte, aus welchen die elliptischen Functionen 
als Quotienten zusammengesetzt sind und der mit ihnen zusammenhängenden 
Doppelreihen und befindet sich im 35. Bande des Crelle'schen Journals. (Siehe 
auch Math. Abhandlungen von Eisenstein. Berlin 1847.) 

Unter den Abhandlungen, welche sich mit diesen Doppelproducten beschäf- 
tigen, mögen die folgenden herausgegriffen werden: 

Mittag -Leffles: En metod att komma i analytisk besittning af de elHptiska 
funktionema. Helsingfors 1876. 

En metod att i teorien for de elliptiska funktionema hasleda de oundlig 

da dubbel-productema utus multiplications formlema. öfversigt af 
Eongl. Svensk Wetenskabs Academiens Forhandligar 1876. 

Kronecker: Die Legendre'sche Relation. Berliner Berichte 1891. 

Fiske: On the doubly infinite products. New York Math. S. Bull. I. 

Die letzte Arbeit enthält eine historische Skizze des genannten Gegenstandes. 

Nr. 7 (8 21), 

Das Hermite^sche Transformationsprincip hat sich far die Theorie der 
doppeltperiodischen Functionen von schwerwiegendster Bedeutung gezeigt. Das- 
selbe befindet sich in der Arbeit: Extraits de deux lettres de M. Charles Hermite 
ä M. C. G. J. Jacobi. Grelle 32. 

Dasselbe findet in einer grossen Reihe von Arbeiten Anwendung. In con- 
sequenter Weise hat es Weber in seinem citirten Werke über die elliptischen 
Functionen für die Theorie der letzteren verwandt. 

Nr. 8 (gg 28 — 26). 

In Bezug auf die Thetarelationen, die schon zum grossen Theil in den 
Jacobi'schen Arbeiten enthalten sind, möge auf die folgenden weiteren Ver- 
öff^entlichungen verwiesen werden. 

Smith: Note on the formula for the multiplication of four theta-functions. Procee- 

dings of the London Math. Soc. X. 
Enneper: Ueber eine Gleichung zwischen Thetafunctionen. Math. Annalen 17. 
Weierstrass: Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Functionen 

pag. 47 sequ. 
David: Sur les relations alg^briques des fonctions d-. Memoires de FAcademie 

des sciences etc. de Toulouse. VII. 
Caspary: üeber die Verwendung algebraischer Identitäten zur Aufstellung von 

Relationen für Thetafunctionen einer Veränderlichen. Math. Ann. 27. 
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Caspabt: Sur une m^thode ^l^mentaire pour obtenir le th^or^me fondamental de 
Jacobi, relatif aux fonctions th^ta d'un seul argument. Comptes ren- 
du6 104. 

Scheibneb: Ueber die Producte von drei und vier Thetafunctionen. Grelle Jour- 
nal 102. 

Eboneckeb: Bemerkungen über die Jacobi*8chen Thetaformeln. Grelle Journal 102. 

Ueber die Zeit und die Art der Entstehung der Jacobi'schen Thetaformeln. 

Berliner Berichte 1891 und Grelle Journal 108. 

Eapteyn: Nouyelle m^thode pour d^montrer la formule fondamentale des fonc- 
tions 0. Darboux Bulletin (2)15. 

Nr. 9 (g 27). 

In Bezug auf die in § 27 pag. 78 abgeleitete Differentialbezichung, die sich 
schon in den Jacobi'schen Arbeiten findet, möge noch yerwiesen werden auf: 

LiPscHiTz: Däduction arithm^tique d'une relation due ä Jacobi. Extrait d'une 
lettre adress^e ä. M. Hermite. Acta mathematica 7. 

Nr. 10 (S 28). 

In Bezug auf die Darstellung der Thetafunctionen n^er Ordnung durch die 
gewöhnlichen Thetafunctionen möge vor Allem verwiesen werden auf: 

Webeb: Zur Theorie der elliptischen Functionen. Acta mathematica 6. 

Nr. U (g 29). 

Die Literatur über die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen 
der verschiedenen Arten in Fourier^sche imd damit zusammenhängende Reihen 
soll im 2. Bande in ausführlicher Weise gegeben werden. Hier sei nur auf die 
Arbeiten aufmerksam gemacht: 

Biehleb: Sur les d^veloppementfl en s^ries des fonctions doublement päriodiques 

de troisi^me esp^ce. Paris 1879. 
Kbause: Ueber die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen zweiter und 

dritter Art in trigonometrische Beihen. Math. Annalen 33. 

Nr. 12 (gg 30—82). 

In Bezug auf den Inhalt dieses (30.) und der beiden folgenden Paragraphen 
möge vor allem auf die nachgelassene Arbeit von Jacobi verwiesen werden, die 
sich am Ende des ersten Bandes seiner gesammelten Werke befindet, daneben 
auf die beiden schon genannten Arbeiten von Weierstrass. 

Nr. 18 (g 88). 

Die Beziehungen zwischen den elliptischen Functionen, insbesondere das 
Additionstheorem und das damit aufs engste zusammenhängende Additionstheorem 
der elliptischen Integrale, sind der Gegenstand einer überaus grossen Reihe von 
Arbeiten geworden Zum Theil beziehen sich dieselben auf die Integration einer 
Differentialgleichung, zum Theil auf den Zusammenhang unserer Theorien mit 
der sphärischen Trigonometrie und der Geometrie, zum Theil schliessen sie an 
unsere Darstellung an. 

In Bezug auf die Literatur möge vor Allem auf das Enneper'sche Werk und 
die Arbeit von Genocchi verwiesen werden: Rassegna d'alcuni scritti rclativi all' 
addizione degV integrali ellittici ed abeliani. Boncompagni Bull. III. 



316 Literatumachwei se. 

Aus der Fülle der vorhandenen Literatur greifen wir die folgenden Unter- 
suchungen heraus, die mit den unseren in Zusammenhang stehen. 

Gudkrmann: Theorie der Modular- Functionen und der Mo dular- Integrale. Grelle 
Journal 18. 

Hebmite: Note sur la th^orie des fonctions elliptiques. Trait^ dl^mentaire de 
calcul diff^rentiel et de calcul integral par Lacroix. 

Cayley: A theorem in elliptic functions. Proceedings of the London Math. 
Society 10. 

Glaisher : A group of formulae connecting the elliptic functions of four quantities. 
Proceedings of the London Math. Soc. 10. 

Formulae in elliptic functions. Reports of the Meeting of the British Asso- 
ciation etc. 1879. 

Gilbert: Note sur la formule d'addition des fonctions elliptiques. Annales de la 
socidt^ scientifique de Bruxelles 4. 

Wilkinson: An elliptic function identity. The Messenger of Math. (2)10. 

Glaisher: On some elliptic function and trigonometrical theorems. (2). 10 ibidem. 

Formulae for the sn, cn, dn of u-^ v -^ w. The Messenger of Math. (2) 11. 

Wilkinson: On some formulae arising from the differentiation of elliptic functions 

with regard to the modulus. Proc. of the Lond. Math. Soc. 13. 
Novabese: Intorno ad alcune formole di Hermite par Taddizione delle funzioni 

ellittiche. Atti della Reale Accad. di Torino 17. 
Glaisher: On certain formulae in elliptic functions. Quarterly Journal 19. 
Wilkinson: Some elliptic function formulae. Proc. of the Lond. Math Soc 13. 

On the addition equations for the elliptic imd 6 -functions of the sum of 

n arguments. ibidem. 
Johnson: System of formulae for the sn, cn, and dn of w + t? + w. ibidem. 
Hermite: Sur une relation donnöe par M. Cayley dans la th^orie des fonctions 

elliptiques. Acta Math. 1. 
Wilkinson: On elliptic function formulae connected with the transformation of 

rectangular coordinates. Proc. of the Lond. Math. Soc. 14. 
Cayley: On Mr. Wilkinson's rectangular transformation. ibidem. 
Schröter: Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen, Acta Math. V. 
Cayley: On a formula in elliptic functions. The Mess. of Math. (2), 14. 
Forsyth: Note on Prof Cayley's formula in elliptic functions. ibidem. 
Cayley: On the addition of elliptic functions. ibidem. 

Story: The addition -theorem for elliptic functions. American Journal of Math. 7. 
Martins da Silva: Sur une question de la thöorie des fonctions. Bulletin de TAca- 

d^mie Royale etc. Bruxelles (3), 10. 

Sur trois formules de la th^orie des fonctions elliptiques. Bulletin des 

sciences math. et astr. Paris (2), 10. 

Albeggiani: Intorno ad alcune formole nella teorica delle funzioni ellittiche 
Rendiconti del circolo Matematico 1. 

Caspary: Sur les relations qui lient les ^l^ments d'un Systeme orthogonal aux 
fonctions th§ta et sigma d'un seul argument et aux fonctions ellip- 
tiques et sur une th^orie ^lömentaire de ces transcendantes, ddduito 
des ditea relations. Journal de Math^matiques. Paris (4), 6. 

Fuobenils und Stickelberger : Ueber die Addition und Multiplication der elliptischen 
Functionen. Grelle 88. 

Günther: Das Additionstheorem der elliptischen Functionen. Grelle 109. 
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In der überwiegenden Mehrheit haben diese Arbeiten den Zweck, weitere 
allgemeiner gehaltene Beziehungen zwischen den elliptischen Functionen mit ver- 
schiedenen Argumenten herzustellen. Von besonderer Wichtigkeit siud diejenigen 
Arbeiten, in denen es sich darum handelt, allgemeine Ausdrücke für «n(Ui + • m«), 
cn(u^-¥' • -Um), dn(Ui " '-\-ihm) herzustellen. Die Resultate sind in besonders 
übersichtlicher Weise in der Arbeit von Story entwickelt. 

Setzt man: Sß = sn(wJ, c^ cn(w^), d^^dn(M^), so wird für eine gerade 



Anzahl von Argumenten: 



N 



N 
wobei unter den Grössen N, iST, , N^, N^ die Determinanten verstanden werden : 

a: 1, 2,... 2n, 

a:l, 2,... 2n, 



,2« — 1 



r.a«-8 



,8n— 2 






n— 4 



a:l, 2,.. . 2n, 



JV, 






2»i — 4 



a er 



Für eine ungerade Anzahl von Argumenten wird: 



a:l, 2,.. . 2n. 



cn(tti + ..-M,„_i) 



M 



wobei unter den Grössen 3f, üfj, ilfj, M^ die folgenden zu verstehen sind: 

,2n — 8 ^ j „2n— 5 



M sj"-».«»— * 



1 Ä^**"' /» d Ä*"~® r ^ R c H 



a:l, 2,. .. 2n— 1, 



JJf, 



_2ii — 1 »2«— 8 



, . . . «^, «^ 



et 01 a o a' a oc 



a:l, 2,... 2n - 1, 



' a 



2n— 2 ^ o«»-* 






a:l, 2,... 2n ~ 1, 



^3 = «a 






,2n— 6 



a:l, 2,... 2n - 1. 

Die Formeln können als unmittelbare Folgerungen des Hermite'schen Trans- 
formationsprincipes entwickelt werden. Sie leiden an dem Uebelstand, dass sie 
für den Fall der Multiplication keine brauchbaren Resultate geben. 
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Nr. 14 » 84). 

In Bezug auf die Entwickelung der elliptischen Functionen in trigonometrische 
Reihen möge an dieser Stelle nur auf die schon citirte A.rbeit yon Biehler ver- 
wiesen werden. 

Die unendlichen Doppelsummen, die in § 34 auftreten und ähnliche mit ihnen 
zusammenhängende, sind in einer ganzen Reihe neuerer und wichtiger Arbeiten 
verwandt worden, so in den Arbeiten von Eronecker, Hurwitz, Scheibner u. a. 

Nr. 15 {%% 85, 86). 

In Bezug auf die Transformation der elliptischen Functionen, die in ihren 
Grundzügen sich schon in den Arbeiten von Jacobi und Abel entwickelt findet, 
möge an dieser Stelle nur auf die schon citirten Werke von Eönigsberger, Briot 
und Bouquet, Mansion und Enneper verwiesen werden. In den beiden zuletzt 
genannten Werken finden sich eine Reihe werth voller historischer Angaben. 

Nr. 16 (gg 37 — 39). 

In Bezug auf die lineare Transformation möge vor allem auf das Enneper sehe 
Werk, 2. Auflage pag. 426 sequ. verwiesen werden. Die Hauptschwierigkeit liegt 
in der Bestimmung des constanten Factors bei der Transformation der Theta- 
functionen. Sieht man von den älteren Autoren ab, und zwar von Jacobi und 
Gauss (Werke III pag. 386), so hat Hermite zuerst eine ausführliche Bestimmung 
desselben auf Grund der Gauss'schen Summen gegeben und zwar in seiuer Arbeit: 
Sur quelques formules relatives ä la transformation des fonctions elliptiques. 
Liouville Journal (2) HI. 

Daneben möge auf die folgenden Arbeiten verwiesen werden: 

Gordan: Die Transformation der 6 -Functionen. Giessen 1863. 

Fuhrmann: Transformation der 6 -Functionen. Königsberg in Pr. 1877. 

Bescu: Bestimmung der bei der linearen Umformung der Thetafimctionen auf- 
tretenden Transformation sconstanten. Königsberg in Pr. 1877. 

SocHocKi: Bestimmung der constanten Factoren in den Formeln für die lineare 
Transformation der Thetafunctionen etc. (Polnisch.) Par. Denkschrift 1878. 

Rausenberqer: Beitrag zur linearen Transformation der elliptischen Functionen. 
Grelle Journal 91. 

Enneper: Bemerkungen über Thetafunctionen. Gott. Nachr. 1883. 

Thomae: Die Constante der linearen Transformation der Thetafunctionen. ibidem. 

Hierbei möge bemerkt werden, dass in diesen beiden Arbeiten, wie es auch 
bei unserer Darstellung geschehen ist, nur das Quadrat der Constanten be- 
stimmt wird. 
Cayley: A verification in regard to the linear transformation of the theta-func- 

tions. Quarterly Journal XXI. 
Hager: CTeber die lineare Transformation der Thetafunctionen. Göttingen 1877. 

Nr. 17 {%% 40, 41). 

In Bezug auf die ältere Literatur über die Transformation zweiten Grades möge 
vor Allem auf das Werk von Enneper verwiesen werden, 2. Auflage pag. 362 sequ. 
Daneben mögen die neueren Arbeiten hervorgehoben werden: 

Kümmel: The quadratic transformation of elliptic integrals, combined with the 
algorithm of the arithmetico-geometric mean. Bulletin of the Phil. 
Society of Washington VII. 
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Glaisher: On the transformation and developments of the twelve elliptic functions 
and the four Zeta- functions. Messenger of Math. (2) 17. 

Nr. 18 m 42 — 46). 

In Bezug auf die Entwickelung der elliptischen Functionen und ihrer 
Potenzen resp. Producte möge auf die folgenden Arbeiten verwiesen werden: 

Meyer: üeber rationale Verbindungen der elliptischen Transcendenten. Grelle 

Journal 56. 
Dumas: Zur Theorie der elliptischen Functionen. Berlin 1860. 
Baumert: Zur Theorie der elliptischen Functionen. Breslau 1879. 
Hermite: Sur la th^orie des fonctions elliptiques. Comptes rendus 57. 1863. 

Journal de Math^matiques (2) 9. 

Extrait d'une lettre ä M. L. Zoenigsberger sur le d^veloppement des fonc- 

tions elliptiques suivant les puissances croissantes de la yariable. 

Grelle Journal 81. 
DrooN: Question. Nouvelles Annales (2) 11. 
MoREAu: Solution d^une question. Nouvelles Annales (2) 15. 
D]£siRi^ Andr]£: Sur le däveloppement des fonctions elliptiques et de leurs puissances. 

Gomptes rendus 83. 

D^veloppements en säries des fonctions elliptiques et de leurs puissances. 

Ann. de Pficole normale (2), 6. 

Sur le ddveloppement de la fonction ii(x) suivant les puissances croissantes 

du module. Bulletin Soc. Math. Fr. 6. 

Sur le d^veloppement de la fonction elliptique l(x) suivant les puissances 

croissantes du module. Ann. de T^cole normale (2), 8. 
Ddveloppements par rapport au module des fonctions elliptiques X (x), fi (x) 

et de leurs puissances. Ann. de TJ^c. normale (2), 9. 
Glaisher: On the series which represent the twelve elliptic and the four Zeta- 

functions. The Messenger of Math. (2), 18. 
EoLLiN A. Harris: On the ezpansion of anx, Annais of Math. 4. 
Krause: üeber die Entwickelung der elliptischen Functionen in Potenzreihen. 

Berichte der Leipz. Gesellschaft der Wissenschaften 1894. 

Nr. 10 (g 45). 

Die hier eingeführte Function p (u) steht in engem Zusammenhang mit der 
von Weierstrass eingeführten p(u)^ ebenso wie die Functionen Ala(u) in engem 
Zusanmienhang mit den Weierstrass^ sehen <r -Functionen stehen. Es würde den 
Rahmen unserer Betrachtungen überschreiten, wollten wir hierauf näher eingehen. 
Die Beziehungen finden sich ausführlich in den Formeln und Lehrsätzen zum Ge- 
brauche der elliptischen Functionen entwickelt, welche von Schwarz herausgegeben 
sind, daneben in neueren Lehrbüchern, wie dem von Halphen, Weber etc. 

Nr. 20 (g 47). 

Die Abhandlimg von Jacobi befindet sich im zweiten Bande seiner Werke 
pag. 171. Daneben werde verwiesen auf: 

Krause: Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung. Grelle 98. 
Hurwitz : Ueber die Differentialgleichungen dritter Ordnung, welchen die Formen 
mit linearen Transformationen in sich genügen. Math. Ann. 33. 
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Nr. 21 {%% 48, 52). 

In Bezug auf die DiflFerentialgleichungen , denen die Grössen K, E und 
damit zusammenhängenden Grössen Genüge leisten, möge ausser auf die ge- 
nannten Lehrbücher auf die folgenden Arbeiten verwiesen werden (siehe auch 

Nr. 22). 

LiPscHiTz: Sur un point de la theorie des fonctions elliptiques. Comptes rendus 97. 

Hermite: llemarque au sujet de cette note. ibidem. 

Martins da Silva: Sur trois relations diff^rentielles donnöes par M. Lipschitz 

dans la theorie des fonctions elliptiques. Jornal de Sciencias Mathe- 

maticas etc. pelo Dr. F. Gomes Teixeira VL 
Stuart: Note on the connexion between Legendre's coefQcients and the complete 

elliptic integral of the first kind. The Messenger of Mathematics. 
\ (2), XIIL 

Glaisher: On the quantities K,E,J,G,K\E',J',G' in elliptic functions. The 

Quarterly Journal of pure and applied Mathematics. XX. 
Briosciii: Le equazioni differenziali pei periodi delle funzioni ellittiche. Annali 

di Matematica etc. diretti dal pro f. Brioschi (2), 14. 
Bruns: Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung. 

Mathematische Annalen 27. 
Kleiber: On some differential equations satisfied bj the quantities K^ E etc. in 

elliptic functions. The Messenger of Mathematics. 18. 
Scheibner: Ueber die Differentialgleichungen der elliptischen Modulfunctionen und 

Invarianten. Berichte der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften 

41. Band. 

Nr. 22 (§8 49—51). 

In Betreff der Berechnung und Darstellung von K etc. als Functionen von k^ 
möge auf die folgenden Arbeiten verwiesen werden (siehe auch Nr. 21): 

ScHLÄFLi: Sulla sviluppo del periodo imaginario pel caso che il modulo delle 
funzioni ellittiche sia abbastunza piccolo. Annali di Matem. 2. III. 

Steen: Et Par Ejaedebröker angaaende elliptiske Integraler. Tidsskrift for Mathe- 
matik, üdgivet af Zeuthen. (3), III 

Fuchs: Die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale als Functionen 
eines Parameters aufgefasst. Grelle Journal 71. Band 

Sur quelques proprit^tds des integrales des equations differentielles auxquelles 

satisfont les modules de p^riodicit^ des integrales elliptiques des deux 
premi^res espöces. Grelle 83. Band. 

Scheibner: Zur Reduction elliptischer Integrale in reeller Form. Abhandlungen der 
Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. XII. 

Radicke: Eine einfache Darstellungsform der vollständigen elliptischen Integrale 
erster und zweiter Gattung. Schlömilch Zeitschrift für Math. 21. 

Darboux: Note sur deux integrales elliptiques qui se pr^sentent sous forme in- 
determinee. M^moires de la Societd des sciences physiques et naturelles 
de Bordeaux (2), III. 

Goursat: Sur T^quation lin^aire qui relie au module la fonction complete de 
premi^re esp^ce. Bulletin de la Societe Math^matique de France. X. 

Weierstrass : Zur Theorie der elliptischen Functionen. Sitzungsberichte der Ber- 
liner Academie 1883. 
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Mertens: Zur Theorie der elliptischen Functionen. Sitzungsberichte der Wiener 

Academie 1891. 
Glaisukr: On the expression for the complete elliptic integral of the second kind 

as a series proceeding by sines of multiples of the modular angle. The 

London, Edinburgh and Dublin Philosophical Magazine XIX. 
Catalan: Sur un ddveloppement de Tint^grale elliptique de premiäre esp^ce et 

sur une suite de nombres entiers. Belg. Mäm. 46. 
Glaisher: Expansions oi' K^ J, G, E in powers of Jd^—k*. The Messenger of 

Mathem. (2), 19. 

r^ TT j 

On the expansion of r=r:i -r^i — etc. in ascending powers of fc*. Ibidem. 

xL Cr x^ 

Nr. 23 (g 52). 

In ßezug auf die Legendre'sche Relation möge ausser auf die Lehrbücher 
auf die folgenden neueren Arbeiten verwiesen werden: 

Glaisher: Proof of the formula «"^'h- Z' JS;- ä'ä'' -^- Messenger (2) IV. 1874, 

Jamet: Sur les p^riodes des integrales elliptiques. Kouvelles Annales (3)^ X. 

und vor allem auf: 
Eronecker: Die Legendre'sche Relation. Berliner Berichte 1891. 
Buchheim: Note on theorems in Weierstrass' theory of elliptic functions. Messenger 

of Math. XVI. 
HiRwiTz: Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunc- 

tionen etc. Leipzig 1881. 
Fuchs: Sur quelques propriötds des integrales des öquations differentielles aux- 

quelles satisfont les modules de p^riodicite des integrales elliptiques des 

deux premi^res esp^ces. Grelle 83 pag. 31. 

Nr. 24 (% 58). 

In Bezug auf die Entwickelung der Functionen Äla{u) in Potenzreihen 
werde verwiesen auf: 

Weierstrass: Ueber die Entwickelung der Modular -Functionen. Math. Werke 
I. Band. 

Theorie der Aberschen Functionen. Grelle 52. 

Joubert: Sur le developpement en sdries des fpnctions Al(x). C. R. 82 pag. 1259 

und 1326. 
Sciieibmer: Ueber den Zusammenhang der Thetafunctionen mit den elliptischen 

Integralen. Berichte der Gesellschaft der Wissenschaft zu Leipzig 1889. 
Di^aiR^ Andr^: Sur le ddveloppement des fonctions de M. Weierstrass suivant les 

puissances croissantes de la variable. C. R. 85. Liouville Journal (3), V. 

Sur les developpements des fonctions Äl{x), Al^{x)^ ^Ki^) suivant les 

puissances croissantes du module. C. R 86. Liouville Journal (3), V. 
Krause: Ueber die Entwickelung der elliptischen Functionen in Potenzreihen. 
Berichte der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften 1894. 

In den letzten Arbeiten werden für die Functionen Äla(u) ähnliche Eigen- 
schaften entwickelt, wie in § 44 und § 45 für die Functionen snti, cnu etc. 

Haussneb: Ueber die Zahlencoefficienten in den Weierstrass' sehen a- Reihen. Nach- 
richten der E. Gesellschaft der Wissenschaften zu GCttingen 1894. 

Krause, DoppeltperiodUche Fanctionen. I. 21 
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Nr. 25 i%% 54 — 58). 

In Bezug auf die ältere Literatur über die Multiplication der elliptischen 
Functionen möge vor Allem auf das Enneper'sche Werk pag. 868 sequ. verwiesen 
werden. 

Neben den entsprechenden Lehrbüchern, vor Allem von Mansion und Eoenigs- 
berger, heben wir die folgenden Arbeiten hervor: 

Sanio: De functionum ellipticarum multiplicatione et transformatione quae ad 

numerum parem pertinet commentatio. Grelle 14. 
Caylet: Note sur quelques formules qui se rapportent ä la multiplication des 

fonctions elliptiques. Grelle 39 und 41. 
Brioschi: Sur quelques formules pour la multiplication des fonctions elliptiques. 

Gomptes rendus tome 69. 
Baehr: Sur les formules pour la multiplication des fonctions elliptiques de la 

premi^re esp^e. (Multiplication mit 7.) Grunert^s Archiv 36. 
Betti: La teorica delle funzione ellittiche. Brioschi Annali IV. 
Kiepert: Wirkliche Anführung der ganzzahligen Multiplication der elliptischen 

Functionen. Grelle 76. 
Simon : Ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen in Verbindung mit 

dem Schliessungsproblem. Strassburg und Grelle 81. 
Frobeniub und Stickelberger : Zur Theorie der elliptischen Functionen. Grelle 83. 
Halphen: Sur la multiplication des fonctions elliptiques. Gomptes rendus 88. 

— Sur deux äquations auz d^riväes partielles relatives k la multiplication de 

Targument dans les fonctions elliptiques. Gomptes rendus 88. 

Frobeniub und STiCKELssRaER : üeber die Addition und Multiplication der ellip- 
tischen Functionen. Grelle 88. 

Glaisher: Formulae for fin8u, cn8u, dn^u in terms of 5 nu. Proceedings of the 
Royal Society of Edinburgh 32. 

Novarese: Intorno alla multiplicazione delle funzioni ellittiche. Atti della Reale 
Accademia di Torino 17. 

Runge: Algebraische Ableitung der Multiplication von cnu. Grelle 94. 

Eronecker: Bemerkungen über die Multiplication der elliptischen Functionen. 
Berliner Monatsberichte der Acad. der Wissensch. 1883. 

Weitere Bemerkungen über die Multiplication der elliptischen Functionen. 

ibidem. 

Nr. 26 (Sg 59—68). 

In Bezug auf die Theorie der Transformation n^^n Grades und zwar mit 
Rücksicht auf die Goefficientenbestimmung etc. mögen neben den Lehrbüchern, vor 
allem denjenigen von Eoenigsberger, Briot und Bouquet, die folgenden Arbeiten 
hervorgehoben werden, wobei bemerkt wird, dass dieselben auch in das Gebiet 
der Modulargleichungen zum Theil hineingehören: 
Gayley: A memoir on the transformation of elliptic functions. Philosophical Trans- 

actions of the Royal Society of London 164. Proceedings of the Royal 

Society of London XXII. 
Göring: Untersuchungen über die Theilwerthe der Jacobi'schen Thetafiinctionen 

und die im Gauss' sehen Nachlasse mitgetheilten Beziehungen derselben. 

Math. Annalen VII. 
Laguerre: Sur la transformation des fonctions elliptiques. Gomptes rendus 82. 
Herstowskt: Zur Theorie der Jacobi'schen Thetafunctionen. Math. Annalen 9. 
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Laguerbe: Sur la transformation des fonctions elliptiques. Bulletin de la Soci^t^ 
Math, de France VI. 

Cayley: Addition to the memoir on the transformation of elliptic functions. 
Philosophical Transactions 169. 

Fbobeniits : Znr Theorie der Transformation der Thetafimctionen. Grelle's Journal 89. 

Smith: Notes on the theorj of elliptic transformation. Mess. of Math. (2), XII. 
Notes on the theory of elliptic functions. ibidem XIII. 

Krause: Sur la transformation des fonctions elliptiques. Acta math. III. 

Klein: Zur Theorie der elliptischen Functionen n*^ Stufe. Leipziger Berichte 1884. 

Mülleb: Zur Transformation der Thetafunctionen. Hoppe Archiv (2), I. 

Klein: Ueber die elliptischen Normalcurven der N^^ Ordnung und zugehörige 
Modulf uoctionen der JYten Stufe. Leipziger Abhandl. 1886. 

Kroneckeb: Zur Theorie der elliptischen Functionen. Berliner Berichte 1886. 

Hermite: Sur la transformation des fonctions elliptiques. B.endiconti del Circolo 
Mat. di Palermo V. 

Faa de Bbuno: Demonstration directe de la formule Jacobienne de la trans- 
formation cubique. American Journal of Math. X. 

Cayley : On the transformation of elliptic functions. American Journal of Math. IX. 

Nr. 27 (g 62). 

In Bezug auf die Constantenbestimmung in diesem Paragraphen möge auf 
das citirte Werk von Weber verwiesen werden (§ 27). 

Nr. 28 (9 64). 

Es würde den Rahmen dieses Werkes überschreiten, wollten wir auf die 
reichhaltige Literatur über Modulfunctionen hier näher eingehen. Es möge nur 
verwiesen werden auf die Arbeit von Dedekind: 

Schreiben an Herrn Borchardt über die Theorie der elliptischen Modul -Functionen. 

Grelle 83. 
Daneben auf die Lehrbücher von liausenberger, Klein, Weber. 

Nr. 29 (g 65). 

In Bezug auf die Hermite'schen «p-, i/>- und ;|r- Functionen werde ver- 
wiesen auf: 
Heemite: Sur la r^solution de T^quation du cinqui^me degr^. Paris 1859. 

— Sur la r^solution de Täquation du quatri^me degr^. Paris 1869. 
Koenigsbeboeb: Die linearen Transformationen der Hermiteschen (p- Functionen. 

Math. Ann. III. 
ScHLÄFLi: Beweis der Hermite'schen Verwandlungstafeln für die elliptischen Mo- 
dularfnnctionen. Grelle 72. 

Nr. 30 (gg 66—60). 

In Bezug auf die Modular- und Multiplicatorgleichungen möge ausser auf 
die Lehrbücher, besonders auf die Koenigsberger^schen und das Werk von 
Briot und Bouquet, auf die folgenden Arbeiten verwiesen werden: 

Sohncke: Aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum. 

Grelle Journal 16. 
Mattrieu: Memoire sur les fonctions elliptiques. Journal de r£cole poljtech- 

nique 25. 
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Eoenigsberger: Algebraische Untersuchmigen aus der Theorie der elliptischen 

Functionen. Grelle Journal 72. 
EoENio: Zur Theorie der Modulargleichungen der elliptischen Functionen. Heidel- 
berg 1871. 
Joubert: Sur les ^quations qui se rencontrent dans la thäorie de la transformation 

des fonctions elliptiques. Paris 1876. 
Ebause: Ueber die Modulargleichungen der elliptischen Functionen und ihre An- 
wendungen auf die Zahlentheorie. Mathematische Annalen 12. 
Brioschi: Sopra una classe di equazioni modulari. Annali di Matematica (2), 9. 

Sopra alcune nuove relazioni modulari. Napoli 1866. 

Cayley: Note on Schlaefli's modular equation for the cubic transformation. The 

Messenger of Math. (2), 20. 
PocROTSKY: Beziehungen zwischen den Moduln und ihren complementären bei der 

Transformation Ö^en Grades der elliptischen Functionen. Nachrichten 

der Universität Moskau. 
Cayley: On the Jacobian sextic equation. The Quarterly Journal 18. 

An algebraic transformation. The Messenger of Math. 15. 
Ely: The algebraic Solution of the modular equation for the septic transformation. 

Proceedings of the London Mathematical Society 13. 
Cayley: Note sur la transformation du septiäme ordre des fonctions elliptiques. 

Association Fran9aise. Toulouse 1887. 
Sur r^quation modulaire pour la transformation de Fordre 11. Comptes 

rendus 91. 
ScHLÄFLi: Beweis der Hermite'schen Verwandlungstafeln für die elliptischen Mo- 

dularfunctionen. Grelle Journal 72. 
Sohncke: Aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum et 

undecimi et decimi tertii et decimi scptimi ordinis. Grelle 12. 
Cayley : Gorrection of two numerical errors in Sohncke's paper respecting modular 

equations. Grelle 81. 
GüTZLAFF : Aequatio modularis pro transformatione functionum ellipticarum septimi 

ordinis. Grelle 12. 
Igel : Versuch, einige Sätze in der Theorie der Modulargleichungen rein algebraisch 

abzuleiten. Monatshefte für Mathematik, Band 3. 

Daneben möge auf die zahlreichen Untersuchungen von Stephen Smith 
hingewiesen werden, die sich in dem Werke finden: 
The collected Mathematical Papers of Henry John Stephen Smith. Oxford 1894. 

Nr. 81 (g 70). 

In Bezug auf die Literatur über Differentialbeziehungen in der Trans- 
formationstheorie werde auf das Werk von Enneper 2. Auflage pag. 443 etc. ver- 
wiesen. 

Wir heben die folgenden Arbeiten hervor: 

Eisenstein: Fernere Bemerkungen zu den Transformationsformeln. Math. Abhandl. 
pag. 169. 

Brioschi: Di una nuova equazione differenziale nella teorica delle funzioni ellittiche. 
Rend. Jst. Lomb. (2) X. 

Genocchi: Intorno all' equazione differenziale del moltiplicatore. ibidem. 

Valle: Siille equazioni differenziali alle quali soddisfanno il modulo ed il mol- 
tiplicatore nella transformazione delle funzioni ellittiche. Torino Atti XXV. 
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Nr. 82 (8 71). 

In Bezug auf die Entwickelung der Wurzeln der Modulargleichung möge 
yerwiesen werden auf : 

Matthieü: Memoire sur les fonctiona eUiptiques. Journal de rficole Polytechnique. 
Tome XXV. 

Krause : Algebraische Untersuchungen aus der Theorie der elliptischen Functionen. 
Math. Ann. XII. 

Ueber die Modulargleichungen der elliptischen Functionen und ihre An- 
wendungen auf die Zahlentheorie. Math. Ann. XII. 

Nr. 33 (g 72). 

In Bezug auf die Discriminante der Modulargleichungen, soweit sie hier 
behandelt worden ist, werde verwiesen auf: 

Herhite: Sur la th^orie des ^quations modulaires. Paris 1859. 
Krause: Ueber die Discriminante der Modulargleichungen der elliptischen Func- 
tionen. Mathematische Annalen 8. und 9. Band. 

Nr. 34 (gg 78, 74). 

Die in Betracht kommenden Arbeiten Ton Weber sind: 

Weber: Zur Theorie der elliptischen Functionen. Acta mathematica 6. und 11. Band, 
daneben ist sein Werk „Elliptische Functionen und algebraische Zahlen*^ 
zu citiren. 

Es würde zu weit führen, wollten wir alle die vielen interessanten Arbeiten 
anführen, die es sich zum Ziele stellen, allgemeine oder specielle Transformations- 
gleichungen im Weber'schen Sinne aufzustellen. Es kommen vor allem Arbeiten 
in Betracht, die von Kiepert, Brioschi, Klein und dessen Schülern verfasst sind. 
Zum grossen Theil befinden sich dieselben in den Berichten der Sächsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, in den Mathematischen Annalen, dem Crelle'schen 
Journal und den Annali di Matematica. 

Nr. 85 (g 75). 

In Bezug auf die Betrachtungen des § 75 werde verwiesen auf: 

Krause: Sur la transformation des fonctions elliptiques. Acta mathematica 3. 

Zur Transformation der Thetafunctionen einer Veränderlichen. Mathematische 

Annalen 25. Band 
Rohde: Zur Transformation der Thetafunctionen. Hoppe Archiv (2), III. 

Nr. 86 (gg 76 — 78). 

In Betreff der Thetafunctionen mit gebrochener Charakteristik werde ver- 
wiesen auf: 

Prym und Krazer: Ueber die Verallgemeinerung der Riemann^schen Thetaformel. 

Acta mathematica 8. Band. 
Krazer : Ueber Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus Dritteln ganzer Perioden 

gebildet sind. Mathem. Annalen 22. Band. 
Thohae: Darstellung des Quotienten zweier Thetafunctionen, deren Argumente sich 

um Drittel der Periodicitätsmoduln unterscheiden, durch algebraische 

Functionen. Math. Annalen 6. Band. 
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BiANCHi: üeber die Normalformen dritter und fünfter Stufe des elliptischen Integrals 
erster Gattung. Math. Annalen 17. Band. 

Klein: Ueber die unendlich vielen Normalformen des elliptischen Integrals erster 
Gattung. Math. Annalen 17. Ueber gewisse Theilwerthe der 6 -Function. 
Math. Annalen 17. 

Krause: Ueber Thetafunctionen , deren Charakteristiken gebrochene Zahlen sind. 
Math. Annalen 26. 

Voss: Theorie der Thetafunctionen einer Veränderlichen, deren Charakteristiken 
sich aus gebrochenen Zahlen zusammensetzen lassen. Greifs wald 1886. 

Sievekt: Ueber Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus Fünfteln ganzer Zahlen 
bestehen. Programm des Neuen Gynmasiums in Nürnberg 1890/91. 

Bkaunmühl: Untersuchungen über j)- reihige Charakteristiken, die aus Dritteln 
ganzer Zahlen gebildet sind und die Additionstheoreme der zugehörigen 
Thetafunctionen. Abhandl. der K. Bayer. Academie der Wiss. II. Classe 
16. Band. 

Ueber die Göpel'sche Gruppe p- reihiger Thetacharakteristiken, die aus 

Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind und die Fundamentalrelationen 
der zugehörigen Thetafunctionen. Math. Ann. 32. 

Ueber Gruppen von p- reihigen Charakteristiken, die aus n*«in ganzer Zahlen 

gebildet sind und die Relationen zugehöriger Thetafunctionen n^r Ord- 
nung. Math. Ann. 37. 

Heinze : Beiträge zur Anwendung der Dreitheilung der elliptischen Functionen auf 
die Theorie der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung. Grunert's 
Archiv 70. Band. 

Winzer: Zur Transformation der elliptischen Functionen , insbesondere der Trans- 
formation dritten und neunten Grades. Rostock 1886. 

Schleicher: Darstellung und Umkehrung von Thetaquotienten , deren Charak- 
teristiken aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind. Bayreuth 1890. 

Nr. 87 (§ 70). 

Die im § 79 eingeführten Functionen und ähnliche mit ihnen zusammen- 
hängende haben sich für die Theorie der doppeltperiodischen Functionen von 
grosser Bedeutung gezeigt und sind besonders in neuerer Zeit nach den ver- 
schiedensten Richtungen hin untersucht worden. In Bezug hierauf möge vor 
Allem auf die Arbeiten von Klein und seinen Schülern verwiesen werden. Das 
beste Bild von dem Geleisteten giebt das citirte Werk von Klein über die Modul- 
functionen, daneben möge die Arbeit von Hurwitz besonders hervorgehoben werden: 

HüRwiTz: Ueber endliche Gruppen linearer Substitutionen, welche in der Theorie 
der elliptischen Transcendenten auftreten Math. Annalen 27. Band. 

Nr. 88 (g 80). 

In Bezug auf die Additionstheoreme zwischen Thetafunctionen mit ver- 
schiedenen Moduln werde auf die folgenden Arbeiten verwiesen: 

Schröter: De aequationibus modularibus. Regiomonti 1854. 

Ueber die Entwickelung der Potenzen der elliptischen Transcendenten ^ 

und die Theilung dieser Functionen. Breslau 1855. 
GöRiNO: Untersuchungen über die Theilwerthe der Jacobi'schen Thetafunctionen 

und die im Gauss'schen Nachlasse mitgetheilten Beziehungen derselben. 

Math. Ann. 7. 
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Hrbstowski: Zur Theorie der Jacobi* sehen Thetafunctionen. Math. Annalen 11. 
Hoppe: Verallgemeinerung einer Relation der Jacobi* sehen Functionen. Hoppe 

Archiv 70. 
Krause: Zur Transformation der elliptischen Functionen. Berichte der Königlich 

Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1886. 

Ueber Fourier'sche Entwickelungen im Gebiete der Thetafunctionen zweier 

Veränderlichen. Math. Ann. 27. 
Möller: Zur Transformation der Thetafunctionen. Rostock 1887. 
Mebtens: Ueber eine Verallgemeinerung der Schröter'schen Multiplicationsformeln 

für Thetareihen. Programm Gymn. Köln 1889. 
Bockhorn: Beziehungen zwischen Thetafunctionen mit verschiedenen Jacobi^schen 

Moduln. Solingen 1891. 
Hübner: Ueber die Umformung unendlicher Reihen und Producte mit Beziehung 

auf elliptische Functionen. Königsberg. Programm des Kneiphöfischen 

Gymnasiums f891. 
Prym und Krazer : Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen Thetafunctionen. 

Leipzig 1892. 
Krause: Zur Transformation der Thetafunctionen. Berichte der Leipziger Gesell- 
schaft der Wissenschaften 1898. 

Die in § 80 aufgestellten Additionstheoreme sind zuerst vom Verfasser in 
den citirten Arbeiten entwickelt worden. 

Nr. 89 (ggSl — 85). 

In Bezug auf die Theorie der doppeltperiodischen Functionen zweiter und 
dritter Art, soweit sie in den §§ 81 — 85 in Betracht kommt, werde verwiesen auf: 

Hermite: Note sur la th^orie des fonctions elliptiques ajout^e ä la 6^ ädition du 
Trait^ de Calcul diff^rentiel et de calcul intägral de Lacroix. 

Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris 1885. 

- Remarques sur la d^composition en öl^ments simples des fonctions double- 

ment päriodiques. Toulouse Ann. IL G. 

Mittag -Leffler: Sur les fonctions doublement p^riodiques de seconde esp^ce. 
Comptes rendus 90. 

Krause: Ueber die Entwickelung der doppeltperiodischen Functionen zweiter und 
dritter Art in Potenzreihen. Math. Ann. 30. 

Zur Theorie der doppeltperiodischen Functionen zweiter u. dritter Art. Sitzungs- 
bericht der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 1889. 

Ueber die Differentialgleichungen, denen die doppeltperiodischen Functionen 

zweiter Art Genüge leisten, ibidem 1891. 

Scheibner: Ueber elliptische Doppelsummen, ibidem 1890. 

Cayley: On Hermite's IT-product theorem. The Messenger of Math. (2), 18. 

Weyr: Remarque sur la d^composition des fonctions doublement päriodiques en 
^l^ments simples. Darboux Bulletin (2), XIL 

Naetsch : Zur Theorie der homogenen linearen Differentialgleichungen mit doppelt- 
periodischen Goefficienten. Leipzig 1894. 
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Die ältere Literatur über die eingeführte Function ^(u) und die damit zu- 
sammenhängenden Integrale zweiter Art findet sich in dem Lehrbuche von Enneper 
2. Auflage pag. 213. 
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Daneben möge auf die citirten Lehrbücher, insbesondere das Halphen'sche 
Werk Terwiesen werden. Von neueren Arbeiten seien die folgenden genannt: 

Glaisher: Proof of the addition equation for elliptic integrals of the second kind 
by means of the g-series. Messenger of Math. (2), XII. 

Walker: Proof of the addition theorem for elliptic integrals of the second kind 
and of Fagnano^s theorem. Proceedings of the Lond. Math. Soc. 13. 

Forsyth: The addition theorem for the second and third elliptic integrals. Mes- 
senger of Math. XV. 

Glaisher: On the Zeta-functions. Messenger of Math. XV. 

Note on the funcfcions Z(u), ö(w), /I(u, a). Proc. of the London Math. 

Soc. 17. 

Olsson: Harledning of Additionsteoremen för nägra Elliptiska Integralen. Tids- 
skrift for Mathematik af Zeuthen. Kopenhagen (6), V. 

ScnoTTKY : Ueber das Additionstheorem der Cotangente und der Function f (u) -7^ ' 
Grelle Journal 110. *^^**^ 
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